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1. FONAMENTS MATEMATICS

1.1 Transformada de Laplace

Problema 1 Trobeu les transformades de Laplace de les segiients funcions:
1) g(t) = bte tus (t) 3) g(t) =2e % sin (2t) us ()

2) g(t)=(tsin2t+e?)us(t) 4) g(t)=sin2tcos2tu, (t)

Problema 2 Trobeu la tranformada de Laplace de la segiient funcio:

t+1 0<t<1

(t) = 0 1<t<?2
IW=Y 2t 2<t<3
0 t>3
g0
2
1
B 1 3 >
Figura 1-1

Problema 3 Quan f(t) és una funcié periédica, amb perfode T, llavors compleix:

T
[ f(t)e stdt
0

1— e—Ts

£1f@®)] =

Utilitzant aquesta propietat, trobeu la transformada de Laplace de les funcions de la Figura
1-2.

Problema 4 Calculeu la transformada de Laplace de la funcié z(t) representada a la Figura
1-3.
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101

\4

Figura 1-2

x(t)“

\ 4

T 2T t

Figura 1-3

2T 3T ¢

Problema 5 Trobeu la transformada inversa de Laplace de les segiients funcions:

1)

2)

5)

s+3
Al Pa Y Py
1
A Ay Py Py
25 +12
G =790t
1
Gl =Ge
83 82 S
Gy = ST+ 9547

(s+1)(s+2)

10
6 W= 261y

. 100(s+2)
NGO e e D"
8 G(S):s(;(iti)m

B 2(32—|—s—|—1)
9 G(s)_s(s+1.5)(52+5s+5)

6—33

10 G0 = F6710

Problema 6 Verificar que es compleix la segiient igualtat:

3s

£ [@2 Iy Py

] — cost — cos 2t

Problema 7 Trobeu i(t) suposant que tenim condicions inicials nulles:

d?i (t)
dt?

—i(t) =25+

Problema 8 Integrar (trobeu z (t)) ’equacié diferencial quan y = sin (¢):

&
dt?

pAde
dt “at Y

dy

Capitol 1:

Fonaments Matematics
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Problema 9 Resoldre les segiients equacions diferencials mitjancant la transformada de
Laplace:

A2 f(t) _df (¢) ot L
1) 7 +5 o +4f(t)=e condicions inicials zero
dxy (t
x(llt( ) = 9 (t)
2)
dxy (1
%() = —2x1 (t) — 3z (t) + 1, z1(0) =1, x9(0) =0

Problema 10 Obteniu la resposta graé unitari, rampa unitaria i impuls unitari del segiient

sistema
HEEIFEEE

Secci6é 1.1:  Transformada de Laplace 3
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2. MODELS MATEMATICS

2.1 Funcié de transferéncia. Diagrames de blocs.

Problema 11 Les segiients equacions diferencials representen sistemes lineals invariants
en el temps, on 7 (t) denota l'entrada i y (¢) la sortida. Trobeu la funcié de transferéncia

Y (s)

per a cadascin dels sistemes:

R(s)
1) d3§t§t> + 2d2§t§t) + 5dyd§t) +6y () = 3%—9 +r(t)
2) dzfit) 10d2§t§t) + dydit) + 5y (£) = 57 (1)
3 Dl 10D 8O g oty am = L0 o
4) QdQCZZ(t) + dydit) F 5y () =7 () +r(t—1)

Problema 12 Un sistema lineal multivariable, amb entrades 7 (¢) i r2 (¢) 1 sortides y; (t)
iy (t), esta descrit per les segiients equacions diferencials:

d?y1 (¢ dyi (¢
Z;( ) +2 yclit( ) +3y2 (t) =11 (t) + 72 (t)
y2 (t) | Ldu (1) dry (t)
t) — t) = t
T T8t —p) =) +—
1. Trobeu les segiients funcions de transferéncia:
Yi (s) Ya (s) Yi (s) Ya (s)
R ()| g, R1 ()| g0 R2 () r,—o R (s) | g, o

2. Trobeu una representacié del sistema en espai d’estats, agafant com a estats Y7, Y3,

Y1iYs.
Problema 13 Trobeu la funcié de transferéncia del sistema de la Figura 2-1 si:
6 . 4
Gl(S)—m 1 GQ(S)—S+1

Trobeu y(t) si ’entrada és una funcié graé i representeu-la graficament. A qué es deu aquest
comportament?
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> G(s) T
X Y
> G,(s)
Figura 2-1

Problema 14 Donat el sistema de control d’'una antena com el de la Figura 2-2, on Ty
és el parell de pertorbacié deguda al vent, determineu I’angle de sortida fy del sistema en
funcié de I’angle d’entrada 8y i del parell de pertorbacié del vent Ty .

w| N,
_> —_—
N,

—_

100 b &,

+ sL,+R, I R sJ ,+B,,

Figura 2-2

Problema 15 A partir del diagrama de blocs de la Figura 2-3, trobeu les funcions de
transferéncia segiients:

Y (s) Y (s) Y (s)
R(s) N=0 E(s) N=0 N (s) R=0
> 2 N(s)
R(s) E(s) . 10 " Y(s)
T 2R s+ I* g
0.5s
Figura 2-3

Problema 16 La Figura 2-4 mostra el diagrama de blocs del sistema de control d’una
antena de camp de col-lectors solars. El senyal N (s) denota les pertorbacions de les rafegues

6 Capitol 2: Models Matematics
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N(s)

G,(5)

Y(s)

Figura 2-4

de vent que actuen sobre I'antena. La funcié de transferéncia de la trajectoria directa Gg4(s)
s’utilitza per eliminar l’efecte N(s) sobre la sortida Y'(s).
Trobeu la segiient funcié de transferéncia:

Determineu ’expressié G4 (s) de manera que N (s) sigui eliminat per complet.

Problema 17 La Figura 2-5 mostra un sistema de control amb realimentacié condicional:

N(s)

G,(s) >

Figura 2-5

La funci6 de transferéncia Gp(s) denota el procés controlat i G¢(s) i H(s) sén les funcions
de transferéncia del controlador.

1. Trobeu les segiients funcions de transferéncia en funcié de Gp(s), Ge(s) 1 H(s):

Y (s) Y (s)
R(s)|n=o N (5) | p=o
2. Suposant que: 100
G (5) = G (s) =

 (s+1)(s+5)

Trobeu la resposta de sortida y(t) quan N(s) = 01 r(t) = u(t).

Secci6é 2.1:  Funcié de transferéncia. Diagrames de blocs. 7



PROBLEMES DE REGULACIO AUTOMATICA

Yi(s)

v

Y, (s)

Figura 2-6

Problema 18 L’acoblament d’un motor de turbohélix es mostra a la Figura 2-6.
Els senyals es defineixen com:

Ri(s): flux de combustible

Ry(s) : angle de l'aspa de ’helix

Yi(s) : velocitat del motor

Ya(s temperatura interna de la turbina

):
) :

Trobeu les segiients funcions de transferéncia:
Yi (s) Y (s) Y5 (s) Y (s)
R1(s) | p,o Ry () | p,—0 R1 ()| gyo 2 (5) | Ry=0

=

Problema 19 El diagrama de blocs d’un tren eléctric es mostra a la Figura 2-7.

e, (1) e(t) e(t) S@) 1 VO Velocitat

T G.(s) s > del tren

=~
Y

DETECTOR
DE VELOCITAT

Figura 2-7

Els parametres del sistema i les seves variables, sén:

er (t) : voltatge que representa la velocitat del tren desitjada, en volts

v(t):  velocitat del tren, en peus/s
M : massa del tren. M = 30000 lliu/s?
K: guany de I’amplificador

Ky : guany de l'indicador de velocitat. K; = 0.15 V/peus/s

Per a determineu la funcié de transferéncia del controlador, s’aplica una funcié graé de 1
V a l’entrada del controlador. La sortida del controlador es mesura i descriu mitjangant la
segiient equacié:

f(t) =100 (1 —0.3e7% — 0.7e71%) - u, (2)

8 Capitol 2: Models Matematics
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1. Trobeu la funcié de transferéncia G.(s) del controlador.

V(s)
E(s)

2. Obteniu la funcié de transferéncia de la trajectoria directa del sistema. En
aquest cas, la trajectoria de realimentacié és oberta.

V(s)
E,(s)

Problema 20 El diagrama de blocs d’un tren eléctric es mostra a la Figura 2-7.

3. Obteniu la funcié de transferéncia en llag tancat del sistema.

Els parametres del sistema i les seves variables, sén:

er (t) : voltatge que representa la velocitat del tren desitjada, en volts

v(t):  velocitat del tren, en peus/s
M : massa del tren. M = 30000 lliu/s?
K: guany de I’amplificador

K;: guany de l'indicador de velocitat. K; = 0.15 V/peus/s

Per a determinar la funcié de transferéncia del controlador, s’aplica una funcié graé de 1
V a l’entrada del controlador. La sortida del controlador es mesura i descriu mitjangant la
segiient equacio:

F(t) =100 (1 - 0.36*6@*0-5)) “ug (t— 0.5)

1. Trobeu la funcié de transferéncia G¢(s) del controlador.

V(s)
E(s)

2. Obteniu la funcié de transferéncia de la trajectoria directa del sistema. FEn

aquest cas, la trajectoria de realimentacié és oberta.

V(s)
E,(s)

3. Obteniu la funcié de transferéncia en llag tancat del sistema.

2.2 Models matematics de sistemes fisics

Problema 21 Trobeu les equacions que expressen matematicament el comportament del
sistema de la Figura 2-8:

Problema 22 Aplicant les lleis de Newton pel moviment circular, trobeu 'equacié difer-
encial que descriu el moviment del péndol de la Figura 2-9 (angle ) quan se li aplica un
parell M.

Problema 23 Es vol estudiar el sistema de suspensié d’un vehicle. Per a simplificar el
problema a 1’analisi del sistema en una dimensid, s’utilitzard un model que representa % del
vehicle (el comportament d’una de les rodes). El diagrama que representa aquest sistema
és el de la Figura 2-10.

X1 ()

W(s)

Trobeu la funcié de transferéncia

Seccié6 2.2: Models matematics de sistemes fisics 9
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Figura 2-8

I

Figura 2-9

Problema 24 Suposant que ng és petit i que les variacions de les variables respecte 'estat
d’equilibri s6n també petites, determineu I’expressié de G(s) per a que el diagrama de blocs
donat a la Figura 2-11 correspongui al sistema de diposits proposat a la mateixa Figura.
Considereu que el control és només proporcional tal com es pot veure al diagrama de blocs.
Determineu 'expressié de H en funcié de H, i de N.

Problema 25 Donat el sistema de dos diposits de la Figura 2-12, i considerant que es
produeixen canvis petits entorn del punt d’equilibri, determineu la funcié de transferéncia
Q2 (s)
Qi (s)

transferéncia de cada diposit per separat? Per qué? Obteniu també la funcié de transfer-
H, (s)

Qi(s)

. Es pot obtenir aquesta funcié de transferéncia com a producte de les funcions de

éncia de

Problema 26 Es vol modelar el sistema de posicionament del capgal d’un disc dur de la
Figura 2-13 per tal de poder realitzar analisi i proves de diversos controladors de manera
senzilla. Es sap que el moviment del capcal és produit per un motor DC d’imans permanents
que té un comportament similar al motor DC d’armadura. Les equacions que el regeixen
son les segiients:

(8) = .
v (t) :R-i(t)-l—LdZdit)
Ty (t) :ded—it) + bw (£)

10 Capitol 2: Models Matematics
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r——{ CONTROLADOR

G(s)

L[ G(s) —>

Figura 2-11
T Parell del motor en (N -m -s) que es produeix al circular-hi un corrent I (A)
V. Tensi6 aplicada en bornes del motor (Volts)
Ty : Parell de la carrega (N -m - s)
J:  Moment d’inércia de la carrega (N - m -s%)/(rad)
w:  Velocitat angular que adquireix I'eix del motor (rad/s)
Ty: Parell de pertorbacié degut a canvis en la carrega (N -m - s)
L:  Inductancia del bobinat del motor (H)
R:  Resisténcia del bobinat ()
Ky, : Constant del motor (N -m)/(A)

b: Constant de fregament (Kg)/(m/s)
. . . do
La relacié entre la velocitat angular i ’angle es recorda que és w = I
. . . Tm (5) . ‘s
1. Determineu la funcié de transferéncia G (s) = a0 que relaciona la tensié V (s)
s

. Trobeu la funci6 de transferéncia Gg (s) =

aplicada al motor amb el parell Ty, (s) produit pel mateix.

0 (s)
T (s)

el motor respecte al parell Ty, (s) de la carrega.

que relaciona I’angle 6 (s) que girara

Seccié6 2.2: Models matematics de sistemes fisics 11
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r———- CONTROLADOR

H+h

DIPOSIT 1 0+, DIPOSIT 2 0,44,

Figura 2-12

=

Figura 2-13

Suposeu ara que es vol efectuar el control de posicié del motor amb un controlador pro-
V
porcional G.(s) = i Esg = Kp, on E(s) és la diferéncia entre I’angle desitjat 6, (s) i la
s

mesura de ’angle 6,, (s). La mesura de I’angle es pren amb un sensor que té una funcié de
Om (s
transferéncia Gp (s) = gl ()) =1
s
Completar el diagrama de blocs que es déna a la Figura 2-14, indicant clarament quina
és la variable d’entrada i sortida del sistema, la variable que hi ha a l'entrada i sortida
de cada bloc, aixi com la funcié de transferéncia que ha d’haver-hi en cada un dels blocs
proporcionats per a que I’esquema proposat sigui valid. També cal posar els signes necessaris

als comparadors.

A4
\ 4

Figura 2-14

Problema 27 En el procés de laminat de ’acer, s’actua sobre uns rodets de manera que es
déna el gruix y(t) desitjat a la lamina d’acer. Un possible esquema és el donat a la Figura

2-15.

La lamina d’acer travessa els rodets a una velocitat constant de v m/s. La distancia entre

12 Capitol 2: Models Matematics
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ACTUADOR
LINEAL

R(s) E(s)
‘*'»Q_' CONTROLADOR|—| AMPLIFICADOR

K DETECTOR
P GRUIX

ENGRANATGES

RODETS

Figura 2-15

els rodets i el sensor que mesura el gruix de la lamina d’acer obtingut és de d metres. El
desplagament angular del motor #m(t) es converteix en desplagament lineal y(¢) mitjangant
una combinacié d’engranatges i un actuador lineal amb una relacié de y(t) = n - 0,,(t) (n
ve donada en m/rad). La inércia equivalent de la carrega que es reflexa a l’eix del motor és
Jr, i el fregament d’aquesta és By, = 0.

1. Dibuixeu un diagrama de blocs per al sistema.

Y
2. Obteniu la funcié de transferéncia de la trajectoria directa E((S)) i la del sistema en
s
llag tancat }];((f)) .

Problema 28 Es disposa d’una carrega connectada a un motor de continua de la forma
mostrada a la Figura 2-16. La idea és fer el control de posicié i velocitat angular de la
carrega. El motor fa rodar uns engranatges que provoquen que el bis vagi fent desplacar la
carrega a mesura que aquest va rodant. La velocitat del motor és mesurada pel taquimetre,
mentre que la posicié es mesura mitjangant un potencidometre multivolta que va donant una
tensié proporcional al nimero de voltes que fa el bis, i per tant proporcional a la posicié.

I_TAQUIMETRE

DRIVER @

ENGRANATGES |
POTENCIOMETRE _»

Figura 2-16

Seccié6 2.2: Models matematics de sistemes fisics 13
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Els elements que composen el circuit tenen les caracteristiques segiients:

Driver: guany constant deKy

Motor: caracteritzat perRg, Lg, K;; Kp, Jm, bm

Taquimetre: déna 60 volts a 1000 rpm

Engranatges: roda superior amb N; dents. Roda inferior amb Na dents
Bisanff: cada 10 voltes, la carrega es desplaca 1 cm lineal

Potenciometre: proporciona 0 V quan la carrega estd a 0 cm i 10 V quan esta a 50 ¢cm
La inércia equivalent de la carrega que es reflexa a ’eix del motor és Jr, i By, =0

Amb aquestes dades:

1. Obteniu un diagrama de blocs equivalent del sistema.

Y (5)
R(s)’

2. Trobeu la funcié de transferéncia global

Problema 29 Donats els cisrcuits de la Figura 2-17, determineu la funcié de transferéncia

H(s)= % per a cada un d’ells. Obteniu-ne la resposta impulsional.
(2

Figura 2-17

Vo (5)
Vi(s)

Problema 30 Obteniu la funcié de transferéncia H (s) = dels circuits de la Figura

2-18 amb els segiients valors:

Rp =4.14 KQ Ry =18 KQ) Cg=1uF
R, = 62.8 KQ R1 =6.8 KQ Cr=C1=Cy=10nF

Es aconsellable treballar amb Rg, Cg, ... per a obtenir-la i després substituir els valors
corresponents.

Figura 2-18

14 Capitol 2: Models Matematics
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Figura 2-19

Z,(s)

Z,(s)

Figura 2-20

Problema 31 Es vol analitzar el circuit de la Figura 2-19:
Aprofitant I'estructura d’amplificador inversor que té aquest esquema:

Vols) _ Za(s)
Vi) T Zi()

1. Determineu la funcié de transferéncia del circuit H (s). De quin ordre és el sistema?

2. Amb els valors dels components que segeixen, L = 280 mH, R; = 2 KQ, C; = 100
nF, Ry = 25 K2, Cy = 10 nF, determineu el valor dels pols i zeros del sistema.

Problema 32 Es disposa del circuit realimentat de la Figura 2-21.

Figura 2-21

v
1. Determineu la funcié de transferéncia H (s) = V?((S)) del conjunt en funcié de la
i\S

constant de realimentacié K.

Seccié6 2.2: Models matematics de sistemes fisics 15
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2. Si es pren K = 499, quan valen els pols del sistema realimentat? Es estable aquest
sistema?

3. Repetiu 'apartat anterior per K = 1875.

4. Determineu per a quin valor de K el sistema es torna marginalment inestable.

2.3 Representacio en espai d’estats

Problema 33 Expressar el segiient conjunt d’equacions diferencials en la forma matricial:

dx(t)
—— = Ax(t) + Bu(t)
dry (t)
Cllt = —aI (t) + 229 (t)
dx;_f) = 2wy (1) + 3w3 (1) +w (¢)
dxcll_t(t) =y (£) — w2 (t) — w3 (1) +ua (1)

Problema 34 Donat el sistema mecanic de la Figura 2-22 i definint les variables d’estat

com: o1 () = ) @
x9 (t) =Y (t)
k u(r)

—l 0

Figura 2-22

1. Trobeu la representacié en espai d’estats del sistema.

2. Trobeu la funcié de transferéncia a partir de ’equacié d’estat.

Problema 35 Donat un pendol invertit com el de la Figura 2-23:

16 Capitol 2: Models Matematics
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Figura 2-23

1. Trobeu les equacions diferencials que descriuen la dinamica del sistema.

2. Linealitzant per angles petits (sinf =~ 6;cos@ ~ 1) trobeu la representacié en espai

d’estats (Agafem @1 = 0; w9 =0; 23 = x; 14 =7).
Problema 36 Donada la descripcié en espai d’estats segiient:
.73.1 0 1 X 0
1] = + u
HEERIHEN

=[11]| ™

x2

Quina és ’equacié diferencial que relaciona la sortida amb ’entrada? i la funcié de trans-
feréncia?

Problema 37 El sistema segiient:
01 0 u
0 O 1

Y —1
és un model d’espai d’estats de la funcié de transferéncia:

s—1
52

g(s)=

Comprovar que els zeros de S venen donats pels zeros de g (s).

Problema 38 Comproveu que el sistema segiient és degenerat.

_ 0 01 1 0
z= |1 0 0| x+ |0 0| u
0 00 01

_[roo]
Y101 0

Intenteu trobar un significat fisic a aquet fet.

Secci6 2.3: Representacié en espai d’estats 17
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Problema 39 Trobeu els zeros i pols del sistema segiient:
i -1 0 + 1 2
Lo —2|"T[34]"

[7 6
=14 1|"*

Problema 40 Trobeu els zeros i pols del sistema segiient:

-1 0 0 11
T= 0 -2 0 x 1 0| u
0 0 -3 01

18 Capitol 2: Models Matematics



3. DOMINI TEMPORAL

3.1 Estabilitat

Problema 41 Sense utilitzar el criteri de Routh-Hurwitz, determineu si els segiients sis-
temes sén asimptoticament estables, marginalment estables o inestables. En cada cas es
proporciona la funcié de transferéncia del sistema en lla¢ tancat.

s 10(s+2)  10(s+2) B 100 (s —1)
D ME =g et sty D MO @ rmry
’ s—1 100
2) ]W(S)Zm 5) M(S):s3—232—|—35—|—10
3) o (S) K 6) M (5) 10 (S + 12.5)

T B 15545 T 52135315082+ 5+ 10°

Problema 42 Utilitzant el criteri de Routh-Hurwitz, determineu ’estabilitat del sistema
en llac tancat que tenen les segiients equacions caracterfstiques. Trobeu el nombre d’arrels
de cada equacié que estan al semipla dret del pla s i a l'eix jw.

1) s®+25s2+10s+450=0 4) 2s*+10s3+5.55> +5.55+10=0

2) $34+2552+10s+50=0 5) 584 25 + 8s% 4 155% 4 2052 4 165 + 16 = 0

3) $2+25524+250s+10=0 6) s*+2s3+10s2+20s+5=0
Problema 43 Per a cada equacié caracteristica dels sistemes de control realimentat pro-
porcionats, determineu el limit K per a que el sistema sigui asimptoticament estable. Trobeu

el valor de K per a que el sistema sigui marginalment estable i la freqiiéncia d’oscil-lacié
sostinguda si és aplicable.

1) s*+25s3+15s2 +20s + K =0 4) s3> +20s*+5s+ 10K =0

2) st+Ks?+2s2+(k+1)s+10=0 5) s*+ Ks3+552+10s+ 10K =0

3) 3+ (K+2)s?+2Ks+10=0 6) s*+125s3 +s2+5s+K =0
Problema 44 Donada la funcié de transferéncia de la trajectoria directe de sistemes de

control de realimentacié unitaria, apliqueu el criteri de Routh-Hurwitz per determinar I’esta-
bilitat del sistema en lla¢ tancat com a funcié de K. Determineu el valor de K que provocara
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oscil-lacions sostingudes d’amplitud constant al sistema. Determineu també la freqiiéncia
d’oscil-lacié.

K (s+4)(s+20) _ K
A Ry P 7Ty P BB Y PO iy Y PRy
2 G(S):K(s+10)(s+20) 9 Gs) = K(s+1)

s2(s+2) s34+ 282435+ 1

Problema 45 La planta del sistema de la Figura 3-1 és inestable. Vol dir aixo que el
sistema en llag tancat és inestable? Raonar la resposta.

R(s) Y(s)

s+
_>
+ s(s-2)(s+4)

Figura 3-1

Problema 46 Considerant el sistema de la Figura 3-2, calculeu la funcié de transferéncia

Y (s
M (s) = ( )en lla¢ tancat i discutiu les implicacions respecte 'estabilitat si:

R(s)
1. Els parametres k i g sén exactament igual a 1.

2. La cancel-lacié és imperfecta amb k =1 perd g = 1.01.

R(s) s || 4 Y(s)
+ ) s(s—g) ”
Figura 3-2

Problema 47 La funcié de transferéncia en llag obert d’un sistema de control realimentat
d’un sol lla¢ ve donada per:

B K (s+5)

 s(s+2)(1+1Ts)

G (s) H (s)

Els parametres K i T poden ser representats en el pla. K com l’eix horitzontal i T com
I'eix vertical. Determineu les regions en el pla de parametres de T' contra K en el qual el
sistema en lla¢ tancat es asimptoticament estable i inestable. Indica el limit en el que el
sistema és marginalment estable.

Problema 48 Donat el diagrama de blocs de la Figura 3-3, construiu el pla Ky versus K,
(Kp aleix vertical) i mostrar les segiients regions:
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R(s)
KptKys b 12

Y(s)

Figura 3-3

1. Regions estables i inestables.
Trajectoria d’esmorteiment critic (¢ = 1).
Regié ¢ > 1.

Regié ¢ < 1.

Trajectoria de w, = 50rad/s.

R T i

cions de pols i zeros).

Problema 49 A la Figura 3-4 es mostra el diagrama de blocs d’un sistema de control:

R(s) 40, K(s+2)

Trajectoria de constant d’error d’acceleracié K, = 1000 s—2.

Y(s)

>

+ s 521

>

Figura 3-4

Trajectoria on el sistema ja no sigui controlable o observable (Ajuda: buscar cancela-

Trobeu la regié en el pla K contra « perqué el sistema sigui asimptoticament estable. (La

K ha de ser leix vertical i a I'eix horitzontal).

Y(s)
R(s)

Problema 50 A partir del model d’un sistema de control com el descrit a la Figura 3-5,

on:
6

G(s) =

Es demana:

1. Dibuixeu en el pla a — K la regié d’estabilitat.

2. Per a = 2, quins sén els valors de K que fan el sistema estable?

s(s+a)(s+4)

3. Pel valor de K limit obtingut en I'apartat 2, determineu la freqiiéncia d’oscil-lacié

sostinguda.

Seccié6 3.1: Estabilitat
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R(s) E(s) Ul(s) Y(s)
K »  G(s) >

Figura 3-5

4. Dibuixeu la situacié dels pols sobre el pla s en considerar la freqiiéncia d’oscil-lacié
sostinguda, indicant els seus valors.

Problema 51 El criteri convencional de Routh-Hurwitz ens déna només informacié de la
localitzacié dels zeros d’un polinomi F'(s), respecte als semiplans esquerre i dret del pla
s. Visualitza una transformacié lineal s = f(p, @) on p és una variable complexa, perqué
el criteri de Routh-Hurwitz es pugui aplicar per determinar si F'(s) té zeros a la dreta de

la linia s = —a, on a és un ndmero real positiu. Aplica la transformacié a les segiients
equacions caracteristiques per determinar quantes arrels son a la dreta de la linia s = —1
en el pla s.

1) F(s)=8*+5s+3 3) F(s)=s3+4s>+3s+10

2) F(s)=83+3s2+3s+1 4) F(s)=s3+4s>+4s+4

3.2 Error estacionari

Problema 52 Determineu el tipus dels segiients sistemes dels quals es donen a continuacié
les seves funcions de transferéncia:

B K o) = 100 (s — 1)

D CW=mryaromaros Y 9T ahiseror
B 10028 . 1o(s+1)

2) Gls)= (1+5) (1+ 10s) (1 + 20s) 5 Cl)=g (s? +5s+5)

3 Gls) = et 6 Cs) = 5

s(s+5)(s+6) $3 (s +2)?

Problema 53 Determineu les constants d’error a un graé unitari, a la rampa i a la parabola
del seguent sistema de control amb realimentacié unitaria. Les funcions de transferéncia en
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trajectoria directa sén:

1000 100

U CO=ammarin Y 9= 2o 1100
100 1000

2 G0 = @ i0s 7 100) G =G0 s+ 100)

3y ) K 6 G = LUt tly)

" s(1+0.1s) (1 +0.5s) s2(s2+s+1)

Problema 54 Per als sistemes de control amb realimentacié unitaria que es descriuen al
problema 53 determineu l’error en estat estable per a una entrada graé unitari, una entrada

e .t
rampa unitaria i una parabolica 5 Us (t).
Problema 55 Les segiients funcions de transferéncia es donen per un sistema de control

amb realimentacié no unitaria d’un un sol llag com el de la Figura 5-20. Trobeu l’error
(e(t)=r(t) —y (t)) en estat estable degut a una entrada graé unitari, una rampa unitaria

i una parabolica 5 "Us (t)-

R(s) Y(s)
G(s)

H(s)

Figura 3-6
1) <;(s)::ggqf%j;§ 1{(5)::8_11
2) (;(s)::;?;%pgj H(s)=5
) GO =grrm =
4) G(S)ZE-(EE_FEj H(s)=5(s+2)

Problema 56 Donat el diagrama de blocs del sistema de control representat a la Figura

3-7, on:
100

(14+0.1s) (1 4+ 0.5s)

G(s) =

Seccié6 3.2: Error estacionari 23



PROBLEMES DE REGULACIO AUTOMATICA

R(s) E(s) Y(s)
K G(s) >

Y

Figura 3-7

1. Trobeu els valors de les constants d’error i el valors dels errors en estat estable (deixant-
los en funcié de K i K;) quan s’apliquen les entrades segiients:

Nota: el senyal d’error es defineix com e(t).

2. Quines restriccions sobre K i K; hem d’imposar per tal que les respostes siguin
valides?( fer l'estudi des del punt de vista de Pestabilitat). A partir d’aquestes re-
striccions dir quin és el minim error en estat estable que pot obtenir-se a partir d’una
entrada rampa?

Problema 57 A la Figura 3-8 es mostra el diagrama de blocs d’un sistema de control
realimentat. La senyal d’error es defineix com e ().

N(s)

+
R(s) E(s) X Y(s)

140.025 _ >
+ Ahal I $2(5425)

Figura 3-8

1. Trobeu l'error en estat estable del sistema en termes de K i K, quan ’entrada és una
funcié rampa unitaria i n (t) = 0. Doneu les condicions dels valors de K i K; perqué
la resposta sigui valida.

2. Trobeu l'error estacionari per n (t) graé unitari suposant 7 (t) = 0.

Problema 58 A la Figura 3-9 es mostra el diagrama de blocs d’un sistema de control
lineal, on 7 (t) és la referéncia d’entrada i n (¢) és la pertorbacio.

1. Trobeu el valor en estat estable de e (t) quan n (t) = 0ir(t) =t - us(t). Trobeu les
condicions als valors de « i K perque la soluci6 sigui valida.
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N(s)

R(s) ES [ K(s+3) Y(i)

Figura 3-9

2. Trobeu l'error estacionari per n (t) graé unitari suposant r (¢) = 0.

Problema 59 Donat el sistema de la Figura 3-10 trobeu, si existeix, el valor en régim
permanent de l'error entrada-sortida (r(t) — y(t)) per K = 0.1 1 K = 20 quan:

1. 7(t) és un graé unitari.
2. r(t) és una rampa unitaria.
3. z(t) és un graé unitari.
4. r(t) és un graé unitari i z(¢) un graé d’amplada 2.
Z(s) ;
—>
s+10
N
R(s) K(s+5) 2 Y(s)
s+l + P +7s+2 ”

Figura 3-10

Problema 60 A partir del diagrama de blocs d’un sistema de control realimentat com el
de la Figura 3-11:

N(s)

R(s) E(s) X Y(s)
— 140.025 |- 6i23)

2s l—

Figura 3-11

Seccié6 3.2: Error estacionari 25
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1. Trobeu lerror en estat estable del sistema, quan r(t) és una funcié rampa unitaria i

n(t) = 0.
2. Trobeu el valor en estat estable de y(t) quan n(t) és una funcié graé unitariir(t) = 0.

Problema 61 Pel sistema de la Figura 3-12, obteniu en funcié de K el valor del senyal
d’error e (t) en régim permanent quan l’entrada és un graé d’amplada 2 y la pertorbacié Z
és un grad d’amplada 1 i retardat 1 segon.

Z(s)
+
R(s) E(s) « Y(s)
+ s F 3 "
R
s+2
Figura 3-12

Problema 62 Donat el sistema representat per la Figura 3-13:
D(s)

+

R(s) E(s) Y(s)

Figura 3-13

1. Trobeu l'error estacionari per una perturbacié graé unitari. (Suposeu que l'entrada
de referéncia és igual a zero).

2. Substituint K per G¢(s), trobeu el tipus de controlador estable que anul.lara aquest
error.

Problema 63 Donat el sistema de control de la Figura 3-14 amb:

K 1
P Gale)= (0.1s+1)s

1. Considerant les pertorbacions D (s) = 0,

(a) Determineu ’expressié de l'error E (s) en funcié de la consigna R (s) i de K.

(b) Quin és el valor de K que fa que l'error estacionari del sistema a una entrada
rampa de pendent 0.1 sigui del 5%7?
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D(s)

R(s) E(s) C(s)
Gi(s) Gy (s) >

Figura 3-14

2. Suposant ara que R(s) =0,

(a) Determineu 'expressié de l'error E (s) en funcié de la pertorbacié D (s) i de
K. Si es pren el valor de K calculat a ’apartat 1b, quant val aquest error si la
pertorbacié és un grad unitari?

3. Considerant ara tant R (s) # 0 com D (s) # 0,
(a) Determineu ’expressié que tindra lerror E (s) en funcié de R(s) i de D (s).
Quant val lerror estacionari quan la consigna és una rampa de pendent 0.1 i la

pertorbacié un graé unitari?

Problema 64 El diagrama de la Figura 3-15 mostra el sistema de control d’'un motor DC.

K
N(s) és el parell de fricci6 a l'eix del motor i G (s) = (s+3) .
s(s+1)(s+2)
G(s) N(s)
. Y(s)
H(s) > —>
Figura 3-15

1. Trobeu la funcié de transferéncia H(s) per a que la sortida Y (s) no sigui afectada pel
parell de pertorbacié N(s):

2. Amb la H(s) determinada a l’apartat 1, trobeu el valor de K per a que el valor en
estat estable de e(t) sigui igual a 0.1 quan l'entrada és una funcié rampa unitaria,
r(t) = tus(t), R(s) = 1/s?,1 N(s) = 0. Apliqueu el teorema del valor final.

E(s)
R(s)

N=0

Seccié6 3.2: Error estacionari 27
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Problema 65 Un sistema realimentat amb realimentacié negativa unitaria té la segiient
funcié de tranferéncia de la planta:

1. Determineu la funcié de tranferéncia en llag tancat.
2. Trobeu la resposta temporal y (t) per una entrada graé r (t) = A per t > 0.

3. Utilitzant el teorema del valor final, determineu el valor en estat estacionari de y (t).

Problema 66 A la Figura 3-16, es mostra el diagrama de blocs d’un sistema de control
lineal.

R(s) E(s) Y(s)

>
>

K(s-1)
+ s(s+1)(s+2)

Figura 3-16

Mitjangant prova error, trobeu el valor de K per a que ’equacié caracterfstica tingui dues
arrels reals iguals i el sistema sigui estable.

Problema 67 El sistema de la Figura 3-17 descriu una part del sistema simplificat de
control de vol d’un airbus.

N(s)
+
R(s) Y(s)
s+l 1
> 2
+ oe 0.1s+1 |* s(s%+s+1)
Ks
+
Soroll blanc
He T
Figura 3-17

1. Com han de ser G. i H, per qué ’avi6 respongui bé a una entrada rampa?
2. Queé significa la realimentacié Ks?

3. Trobeu el valor de K que permet al sistema rebutjar millor les perturbacions tipus
rampa.
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Problema 68 Es sap que un motor té una funcié de transferéncia:

A

G(s) = (715 + 1) (125 + 1)

amb 71 = 1/60, 79 = 1/600 i A = 10. Es proposa controlar aquest motor en llag obert i
en llag tancat tal i com es mostra a la Figura 3-18, on D(s) és la pertorbacié deguda a la
carrega i B = 50.

D(s) 3 D(s) B
—> — _> —
A A
+ +
R(s) Y(s) R(s) Y(s)
—> G() |5 G(s) p—>» T G.(5) |5 G(s) >

H(s)

Figura 3-18

1. Considerant el controlador G.(s) = K, determineu el valor de K per al control en llag
obert per a tenir un error de posicié nul prenent D(s) = 0.

2. Amb el valor de K trobat, calculeu I'estat estacionari de la sortida del sistema en llag
obert considerant ara que D(s) = 1/s.

3. Determineu el valor del controlador K per a que el sistema en llag tancat presenti un
efecte de la pertorbacié a la sortida 100 vegades menor que l'obtingut en llag obert. A
quin valor tendeix la sortida del sistema amb aquest valor de K si r(t) = 100u(t)?

4. Calculeu la sensibilitat del guany del sistema en llag obert i la del sistema en llag
tancat respecte a variacions en el parametre A. Compareu els resultats.

Problema 69 Considereu el sistema donat a la Figura 3-19 on la dinamica del sensor és
pot prendre com H(s) = 1.

A
1. Quan val lerror estacionari per a una consigna R(s) = —7?
S

2. Quina valor hauria de tenir K per a tenir un error estacionari del 1%?

3. Determineu 'expressi6 de la sensibilitat del sistema respecte a variacions en el parame-
tre K.

4. Quan val la sensibilitat del guany del sistema pel valor de K trobat al segon apartat?

5. Representeu la sensibilitat del sistema S}‘(/f en funcié de la freqiiéncia i comenteu el
grafic obtingut.
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R(s) K 1 Y(s)
— >
+ 10s+1 2s+1
H(s)
Figura 3-19

3.3 Resposta transitoria

Problema 70 Determineu la resposta impulsional del sistema donat:

6(s+3)
M) = e (745 139)

Problema 71 Dibuixeu la regié del pla s en la que han d’estar dos pols complexes conjugats
per a complir cadascuna de les especificacions segiients:

1) ¢=0.707 wp =2 rad/s esmorteiment positiu
2) 0<¢<0.707 wy,<2rad/s esmorteiment positiu
3) ¢<0.5 1< wp<5rad/s esmorteiment positiu
4) 05<¢<0.707 wy, <5 rad/s esmorteiment positiu i negatiu

Problema 72 Donat el sistema de la Figura 3-20.

R(s) 5(5420) Y(s)
+ 5(s+4.59)(s7+3.415+16.35)

Figura 3-20

1. Trobeu analiticament y () per a una entrada graé unitari.
2. Dibuixeu la resposta aproximada.
Ajuda: s* 4 8 4 325 + 80s 4 100 = (s* + 25 + 10) (s* + 65 + 10)

Problema 73 Donat un sistema amb la funcié de transferéncia segiient:

0.5
(s2+a) (s+0.5)

G(s)=

representeu aproximadament la resposta a una entrada grad unitari per a =41ia=1.
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Problema 74 Donat el sistema amb la funcié de transferéncia segiient:

5
~ (s+c)(s2+ 5 +4.25)

G (s)

Representeu aproximadament la resposta per una entrada grad unitari per ac=5;¢=11

c=0.1.

Problema 75 Pel sistema de control de la Figura 3-21:

R(s) E(s) 100 ; Y(s)
+ F 140.2s 7 208 ”
K/
Figura 3-21

. Trobeu els valors de K i K; per a queé el sobrepic maxim de la sortida sigui aproxi-
madament del 4.3% i el temps de pujada t, sigui aproximadament de 0.2 s.

Utilitzeu l'equacié per relacionar el temps de pujada segiient:

1—0.4167¢ +2.917¢?

Wn,

Il

tr

0<¢x1

. Trobeu els valors de K i K; per a queé el sobrepic maxim de la sortida sigui aproxi-
madament del 20% i el temps de pujada t, sigui aproximadament de 0.05 s.

. Trobeu els valors de K i K; per a queé el sobrepic maxim de la sortida sigui aproxi-
madament del 4.3% i el temps de retard t4 sigui aproximadament de 0.1 s.

Utilitzeu 'equacié per relacionar el temps de retard segiient:

4o 1140125+ 0.469¢?
d =

0<(¢<1

Wn,

. Trobeu els valors de K i K; per a queé el factor d’esmorteiment relatiu del sistema
sigui de 0.6 i el temps d’establiment de la resposta a un graé unitari sigui de 0.1 s.

Utilitzeu ’equacié per relacionar el temps d’establiment segiient:

2
ts%?)— 0<(¢<0.69
Cwn

. Trobeu els valors de K i K; per a queé el temps d’esmorteiment de la resposta a un
graé unitari sigui de 0.05 s i el sobrepic maxim d’un 10%.
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6. Trobeu els valors de K i K; per a qué el factor d’esmorteiment relatiu del sistema
sigui de 0.707 i el temps d’establiment de la resposta a un graé unitari sigui de 0.1
S.

Utilitzeu ’equacié per relacionar el temps d’establiment segiient:

4.5¢

Wn

ts

¢>0.69

Problema 76 Considerant el sistema de la Figura 3-22, si Ko = 1, determineu:

R(s) R
* 546
0.4
Figura 3-22

1. El guany del sistema K en continua i la constant de temps 7.
2. El temps d’establiment al 5% per a una entrada graé unitari.
3. La sortida y () per a una entrada graé unitari. Representeu y (¢) graficament.

4. Repetiu els apartats anteriors per Ko = 6.

Problema 77 En entrar un grad unitari al sistema que segueix:

39.39

M —
(5) = 2 {6745 7 1711

es produeix una sortida y(t).Trobeu les caracteristiques de la resposta y(t) segiients:

1. El sobrepic SP.

2. El temps d’establiment al 2% ¢, 9.
3. El temps d’establiment al 5% t,159.
4. El temps de pujada t,.

5. El temps de pic ;.

6. El valor maxim de la sortida ymaz-
7. El valor final d’establiment y(oco).

8. Quins canvis hi hauria si 'entrada fos un graé d’amplitud 37
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Problema 78 Calculeu el sobrepic SP, el temps d’establiment al 2% t,409 i el valor final
d’establiment y(co) per a la resposta del sistema M (s) a una entrada graé unitari. Comenteu
les aproximacions que es fan i quins efectes poden tenir sobre la resposta real esperada.

4-10°
(52 + 25+ 4) (s + 103)?

M (s) =

Problema 79 Es disposa de 3 sistemes de control de posicié com els donats a la Figura
3-23.

R(s) 1 Y(s) R(s) 1 Y(s)
+ S see > + 08 = 5 >
R(s) 1 e
+ + 5 ] Ss+1 ” ; '
0.8
Figura 3-23

Estudieu la resposta al graé dels 3 sistemes i determineu quin sembla millor en quant a
sobrepic SP i velocitat de resposta (puja més rapid i s’estabilitza abans). Trobeu també
lerror estacionari de velocitat e, (o) per a cada un d’ells. Comenteu les aproximacions que
es realitzin en els calculs.

Problema 80 Donat el sistema de la Figura 3-24, raoneu quin tipus de controlador sera
necessari per a que ’error estacionari sigui nul tant per a un canvi de consigna com per a
una pertorbacié grad.

D(s)

+

R(s) Y(s)

G.(s) P>
«(5) sis+l |

Figura 3-24

Problema 81 Considereu el sistema de control mostrat a la Figura 3-25. Trobeu les car-
acterfstiques aproximades de la resposta temporal per a una entrada grad.

Problema 82 La resposta a un graé unitari d’un sistema de control lineal es mostra a la
Figura 3-26.

Trobeu la funcié de transferéncia d’un sistema prototipus de segon ordre per modelar el
sistema.
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Figura 3-25

0.8f

06}

041

0.2}

) s s L s L s L
0 0.005 0.01 0.015 0.02 0025 003 0035 0.04

Figura 3-26

Problema 83 Per tal d’identificar un sistema lineal es realitza la prova de la Figura 3-27.

= O e i

SENYAL D’ENTRADA SISTEMA SENYAL DE SORTIDA
LINEAL

Y

Figura 3-27

El senyal de sortida obtingut com a resposta al grad, és visualitzat en un oscil-loscopi amb
memoria i presenta ’aspecte de la Figura 3-28.
Observant aquest senyal, quina funcié de transferéncia podria tenir el sistema incognita?

Problema 84 Donat el sistema de la Figura 3-29, trobeu el valor de K positiu que acon-
segueix que el sistema realimentat tingui un sobrepic percentual del 10%.
Ajuda: Per tal de trobar les arrels d’un polinomi, aquest es pot descomposar de la forma

(52 + 2(wns + w%) (s +a).
Problema 85 El sistema de la Figura 3-30 és:

14
G = 2317

Trieu el controlador proporcional que faci que el sistema controlat presenti un temps de pic
t, = 0.9 s en resposta a un graé unitari de la pertorbacié Uyp.

Problema 86 Determineu els valors de K i k del sistema en llag tancat de la Figura 3-31
per tal que el sobrepic maxim per a una entrada graé unitari sigui del 25% i el temps de
pic sigui menor de 2 s. Suposeu J = 1 Kg-m?.
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6.1064
4
5}
4F |-
3}
2}
1k
0 . . . . .
0 0641 2 3 4 5 6
Figura 3-28
R(s) - Y(s)
+ e ”
A
s+2
Figura 3-29

Problema 87 Considereu el sistema de la Figura 3-32. Determineu els valors de K i k tals
que el sistema total tingui un factor d’esmorteiment ¢ = 0.7 1 wy, = 4 rad/s.

Problema 88 La funcié de transferéncia de la trajectoria directa d’un sistema amb reali-
mentacié unitaria és:

K
Gls) = s(s+a)(s+30)

On a i K s6n constants reals.
Trobeu els valors de a i K per a qué el factor d’esmorteiment relatiu de les arrels complexes
de l'equacié caracteristica sigui 0.5 i el temps de pujada de la resposta a un graé unitari
sigui aproximadament de 1 s. Utilitzeu la segiient equacié com a aproximacié al temps de
pujada:

1 —0.4167¢ +2.917¢>

Wn

IR

t, 0<(<1

Amb els valors de a i K trobats, trobeu els errors en estat estable del sistema quan la
referéncia d’entrada sigui un grad unitari i quan sigui una rampa unitaria.
Ajuda: Per tal de trobar les arrels d’un polinomi, aquest es pot descomposar de la forma

(52 + 2(wns + w%) (s +a).

Problema 89 La funcié de transferéncia d’un sistema com el de la Figura 3-33 és:

_ 39.39
- $24+16.74s + 171.1

G (s)
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Y(s)

Y(s)

R(s) Ul(s)
< K - G(s)
Figura 3-30
R(s) k 1
+ + Ts 5
K
Figura 3-31

1. Calculeu el guany K que ha de tenir el controlador per tal que la sortida del sistema

s’estabilitzi a 0.85 en reposta a una entrada grad unitari.

2. Calculeu el guany K que ha de tenir el controlador per tal que el temps d’estabilitzacié
dins d’'una banda del 2% en resposta a un graé unitari sigui de 0.47 s.

3. Calculeu el guany K que ha de tenir el controlador per tal que la sortida del sistema
a una resposta graé unitari tingui un sobrepic del 45%.

4. Si volem que la resposta a un graé unitari sigui criticament esmorteida, quin guany

ha de tenir el controlador que hi posem?

Problema 90 Donat el sistema de control de la Figura 3-34 amb 71 = 0.5, 73 =1, 74 =

0.125.

1. Determineu el valor limit Ky, que pot prendre el guany de llac K = K7 - Ky - K3 per
a que el sistema es mantingui estable, sabent que K7 > 0, Ko > 0, K3 > 0.

2. Calculeu el valor de K de manera que s’aconsegueixi un temps d’establiment ¢,y 90, < 4
s. Amb aquest valor de K, quin sobrepic SP es tindra? Per a fer aquest apartat
s’aconsella descomposar el denominador de la funcié de transferéncia global de la

forma (s 4 2(wns +w?) (s + a).

3. Calculeu el valor dels pols i dels zeros del sistema global. A ’apartat anterior s’esta
fent una aproximacié. Quina? Es una bona aproximacié? Doneu expressié de la
funcié de transferéncia del sistema global prototipus de segon ordre que serviria per

a aproximar al sistema original.

Problema 91 El sistema de control de profunditat d’un submergible és el donat a la Figura

3-35.

Determineu:
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R(s) K 1 Y(s)
+ + ) g N g
K
Figura 3-32
R(s) E(s) Ul(s) Y(s)
T K > G(s) >
Figura 3-33

Q

(s
(s)

=

Estabilitat del sistema per K;.
Error en estat estacionari degut a una pertorbacié D (s) graé unitari.
Resposta del sistema ¢ (t) per a una entrada r(t) graé unitari amb K; = 4.

Proposeu una modificacié del controlador G (s) per a que es tingui un error nul per
una pertorbacié grad.

Problema 92 El sistema de control de profunditat d’un submergible és el donat a la Figura

3-36.

Determineu:

ook @

. La funci6 de transferéncia en llag tancat M(s) =

Estabilitat del sistema per K1 1 K .
Error en estat estacionari degut a una pertorbacié D(s) graé unitari.
Sensibilitat del guany del sistema Sfj\é i SM.

Resposta del sistema c(t) per a una entrada r(t) graé unitari amb K = Ky = 11
K =4

Valor de la sensibilitat del guany del sistema SIJ‘{/I1 i S}‘(/f per als parametres calculats a
I’apartat 5.

Problema 93 El sistema de control de velocitat d'un vehicle (amb Ziritione, és clar) és el
donat a la Figura 3-37.

1.

V(s)
R(s)

Trobeu la funcié de transferéncia G (s) =
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R(s) K, K, C(s)

+ 7,5+ Ty5+)(T,5+1),

Figura 3-34
D(s)

+

C(s)
G.(s) - 3>

—

Figura 3-35

2. Essent K > 0, quina condicié han d’acomplir K> i K3 per assegurar l'estabilitat del
sistema?

3. Determineu els valors de Ko i K3 per a que el sistema presenti un error de velocitat
ey (00) < 0.1 (prendre com error E(s) = R(s) — V (s)), i un sobrepic SP < 10%
per a una entrada graé unitari. Prendre K7 = 2. Comenteu si és que es fa alguna
aproximacid. Quant val el temps d’establiment ¢,1097 Qué passard amb el sobrepic i
el temps d’establiment si ara el graé d’entrada és de 57

4. El guany del sistema serd més sensible a variacions de K1, K> o de K37 Per qué?

3.4 Disseny temporal

Problema 94 Dissenyeu un controlador G, (s) per a que el sistema donat a la Figura 3-38
presenti un error de posicié e, (00) = 0, ( = 1 i w, = 4 rad/s. Comenteu les possibles
aproximacions que es facin en els calculs.

Problema 95 La funcié de transferéncia del sistema de la Figura 3-39 és:

100

Gls) = s(1+0.1s)

1. Trieu un controlador proporcional (P) G, (s) = K tal que el sistema controlat tingui:

Sobrepic: 5% en resposta a un graé
Error de velocitat: e, (00) < 20%

38 Capitol 3: Domini temporal



PROBLEMES DE REGULACIO AUTOMATICA

D(s)
+
R(s) : C(s)
—> K n N >
KZ
Figura 3-36
R(s) P o 17®
—» K s Tz s . >
K, e
Kl
Figura 3-37

2. Trieu un controlador proporcional-derivatiu (PD) G (s) = K (1 + Tys) que compleixi
les especificacions de ’apartat anterior i a més tingui un temps d’establiment ¢, 09 =
0.57 s. Suposeu que hi ha dominancia dels pols respecte del zero que introdueix el
controlador.

1
3. Trieu un controlador proporcional-integral (PI) G (s) = K (1 + T—> que compleixi
S

aquestes especificacions:

Sobrepic: 5% en resposta a un graé
Temps d’establiment: t,4100 = 0.57 s
Error de velocitat: ey (00) =0

Suposeu que hi ha dos pols dominants. Comproveu si la dominancia suposada és
certa.

4. Trieu un controlador proporcional-integral-derivatiu (PID) que compleixi aquestes

especificacions:
Sobrepic: 5% en resposta a un grad
Temps d’establiment: ¢g,y00, = 0.597 s
Error de velocitat: ey (00) =0

Suposeu que hi ha dos pols dominants i el tercer esta a -50.

Problema 96 Un sistema de control amb un procés de tipus 0 com:

100

Gp(s) = 52 +10s + 100
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R(s) N Y(s)
- AON S >
Figura 3-38
R(s) Y(s)
- G(s) > G >
Figura 3-39
i un controlador PI com: K
Gc (S) = Kp -+ ?z
es mostra a la Figura 3-40.
R(s) E(s) Y(s)
- G(s) > G, >
Figura 3-40

1. Trobeu el valor de K; tal que la constant d’error rampa K, sigui 10.

2. Trobeu el valor de K, tal que la magnitud de les parts imaginaries de les arrels
complexes de l’equacié caracteristica del sistema sigui 15 rad/s. Trobeu les arrels de
I’equacié caracteristica.

Problema 97 Un sistema de control amb un procés tipus 0 i un controlador PID es mostra

a la Figura 3-40. Amb:
100

@ () = 3105 1 100
dissenyeu els parametres del controlador de manera que es compleixin les especificacions
segiients:

Constant d’error rampa: K, = 100

Temps de pujada: tr <0.01s

Sobrepic maxim: SP < 2%

Dibuixeu la grafica de la resposta del sistema a ’escalé unitari.
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Problema 98 Un sistema de guiatge té un llag intern amb la funcié de transferéncia
segiient:

23
s+ 23

G(s) =

Dissenyeu un controlador que compleixi les especificacionssegiients: temps d’establiment a
la banda del 2% menor que 1 s i error estacionari per una entrada rampa menor que 0.1.
Dibuixeu aproximadament la resposta del sistema.

Problema 99 Donat el sistema de la Figura 3-41, on:

0.0733
G(s) =
(%) = 2015 - 0.0367
R(s) E(s) U(s) Y(s)
—> G, |— G.(s) > G(s) >
Figura 3-41

Calculeu els parametres del controlador Ge(s) i el prefiltre Gp(s) que permetra que es
compleixin les especificacions en entrar un grad unitari segiients:

ess =0
SP < 10%
tsro9 < 40's

Problema 100 Considereu el sistema de la Figura 3-42. Suposant que l'entrada de refer-
éncia R(s) es manté constant :

D(s)

R(s) ) Y(s)
G.(s 2
A E 57436549

Figura 3-42

1. Dissenyeu un controlador tal que una pertorbacié graé s’esmorteeixi prou rapid (temps
d’establiment al 2% de 2 6 3 segons). Escolliu la configuracié dels pols en llag tancat
tal que existeixin un parell de pols dominants.

2. Obteniu la resposta per a una entrada pertorbacié grad unitari.
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3. Obteniu també la resposta per a una entrada de referéncia graé unitari.

Problema 101 El telescopi pel rastreig d’estrelles i asteroids en un transbordador espaial
pot ser modelat com una massa pura M. Esta suspés mitjangant rodaments magnétics per a
que no hi hagi friccié i la seva localitzacié és controlada per actuadors magnétics localitzats
a la base de la seccié de carrega. El model dinamic pel control del moviment en 1’eix z es
mostra a la Figura 3-43. Ja que hi ha components eléctrics en el telescopi, cal alimentar el
telescopi amb energia eléctrica a través d’un cable. El resort mostrat s’utilitza per modelar
el cable, que efectua una forga de resort sobre la massa. La forca produida pels actuadors
magneétics es denota per f (t). L’equacié de forga de moviment en la direccié z és:

d?z (t)

f(t) — Kz (1) :MW

on: Kg=11b/pie, M =150 Ib (massa), f (t) esta en lliures i z (t) es mesura en peus.

R(s) E(s) F(s) Z(s)
G.(s) > G,(s) >

Figura 3-43

1. Mostreu que la resposta natural de la sortida del sistema z (t) es oscil-latoria sense
esmorteiment. Trobeu la freqiiéncia natural no esmorteida del sistema en llag obert
del transbordador espaial.

2. Dissenyeu el controlador PID:

K
G (s) :K],,-l—de—i—?Z

que es mostra a la Figura 3-43, de tal manera que es satisfacin les segiients especifi-
cacions:

Constant d’error rampa: K, = 100
Les arrels complexes de la equacié caracteristica corresponen al factor
d’esmorteiment relatiu 0.707 i una freqiiéncia natural no esmorteida de 1 rad/s

Calculeu i dibuixeu la resposta a un graé unitari del sistema dissenyat. Trobeu el
sobrepic maxim. Comenteu els resultats de disseny.
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3. Dissenyeu el controlador PID de tal manera que es satisfacin les especificacions segiients:

Constant d’error rampa: K, = 100
Sobrepic maxim: SP < 5%

Calculeu i dibuixeu la resposta a un graé unitari del sistema dissenyat. Trobeu les
arrels de I’equacié caracterfstica del sistema dissenyat.

Problema 102 Donat un sistema com el de la Figura 3-44 amb la segiient funcié de trans-
feréncia:

1
G(s) =
(s) s(s2+a+10)(s+2)
R(s) E(s) Ul(s) Y(s)
G.(s) > G(s) =
Figura 3-44

1. Prenent a = 1, apliqueu el métode de sintonia de Ziegler-Nichols que es cregui més
adient per tal d’ajustar els parametres d’un controlador PID i poder donar 1’expressié

de Ge(s).

2. Prenent a = 0, i suposant ara que G(s) és un controlador proporcional G.(s) = K,
determineu 'estabilitat del sistema en funcié del parametre K.

Problema 103 Donat el sistema:

G (s) = .

s(s+1)(s+5)

1. Trobeu un controlador PID utilitzant qualsevol dels métodes de sintonia de Ziegler-
Nichols.

2. Determineu quin sera aproximadament el maxim overshoot per a una entrada graé
unitari.

Ajuda: s° + 65 4 5s + 30 = (s + 6) (s* +5).

Problema 104 Donat un sistema amb la funcié de transferéncia segiient:

6725

G(s)=

3s+1
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R(s) 10 Y(s)
+ PID- (s+5)(s+1) '
Figura 3-45

1. Trobeu un controlador PID utilitzant el métode de sintonia de Ziegler-Nichols en llag
obert.

2. Trobeu un controlador PID utilitzant el métode de sintonia de Ziegler-Nichols en llag
tancat.

Problema 105 Considereu el sistema de control de la Figura 3-45.
Utilitzant el metode de Ziegler-Nichols, trobeu els valors de Kp, T; i Ty. Determineu quin
serd aproximadament el maxim overshoot per una entrada graé unitari.

Problema 106 Determineu el valor de K, K, per a que la resposta del sistema de la Figura
3-46 minimitzi 'index ITAE amb un temps d’establiment de t; = 0.28 s. Suposeu que per
n = 3, la resposta normalitzada al graé unitari es pot considereu que s’ha estabilitzat a
wnts =~ 14 (Apéndixs finals).

R(s)

+ a

mg Y(s)

2420w s+o,

Km
s

Figura 3-46

Calculeu el sobrepic SP i el temps d’establiment s esperat. Determineu la posicié dels pols
del sistema en llag tancat obtingut i discutiu la validesa del calcul de SP i ;.

Problema 107 Considereu el sistema de control de temperatura de la Figura 3-47.

R(s) Y(s)
—> G,(s) < G.(s) P Gs) >
Figura 3-47
. ., N . . 2 1 ]
Si la funcié de transferéncia del sistema és G (s) = W, obteniu un controlador que
s+

optimitzi el criteri ITAE per a una entrada graé amb un temps d’establiment menor que
0.5 s.

Problema 108 A la Figura 3-48 es veu el diagrama de blocs del brag d’un robot espacial.
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D(s)

R(s) 1 C(s)

— > G, G |+ ) >

Figura 3-48

1. Si G.(s) = K, determineu el guany necessari per obtenir un sobrepic del 4.5% per
una entrada grag.

2. Dissenyeu un regulador PD, un PIi un PID que minimitzi el criteri ITAE amb w,, = 10.
Determineu el prefiltre requerit en cada cas.

3. Determineu l’efecte d'una pertorbacié unitaria per a cada disseny, anotant el valor
final de ¢ () i el maxim valor de ¢ (¢).

4. Determineu l'overshoot, temps de pic i temps d’establiment per una entrada graé
unitari per cadascun dels dissenys anteriors.

5. La planta esta subjecte a variacions degudes a la carrega. Trobeu la magnitud de la
sensibilitat a w = 5 per a cada disseny.

o ITG5) GG,

6. A partir dels resultats anteriors, seleccioneu el millor controlador.
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4.1 Construccid del lloc de les arrels

Problema 109 Representeu el lloc de les arrels dels sistemes segiients, en funcié de varia-
cions del parametre K de 0 a co i amb realimentacié unitaria:

K K(s+1)

RIS Y P Y ) Y O = D@ asT10)
2) G(S)Z% 5) G(S):sf(is:;é)

K 52+ 14s + 98
3) G(S):s(s+1)(82—|—4s—l—13) 6 Glo)= s? (s +14)

Problema 110 Un sistema té una estructura com la donada a la Figura 4-1.

R(s)

+

) ] Y(s)
G.(s) > > - >
s7+0.2s+1 s

Figura 4-1

1. Si G.(s) = K, representeu l'evolucié dels pols del sistema en llag tancat en funcié de

K.
2. Determineu per a quin valor de K el sistema es fa inestable.

3. Per a fer que no es torni inestable, es decideix posar-hi un compensador H(s) =

s240.18s 4+ 0.81
(s +10)*

, tal i com es mostra a la Figura 4-2.

R(s) Y(s)

1
s r0.2541 s

| —

H(s)

Figura 4-2

Feu un esbds de la trajectoria que seguiran ara els pols del sistema en llag tancat.
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Nota: Se sap que el diagrama del lloc de les arrels presenta un inic break-point a s ~ —3.

4.2 Disseny en el lloc de les arrels

Problema 111 Considereu el sistema de la Figura 4-3. Es un control PID per a un sistema
de segon ordre. Suposant que es manté 'entrada de referéncia R (s) constant:

D(s)

.
R(s) K (as+1)(bs+1) 1 y(i)

+ s NS |5743.6549

Figura 4-3

1. Dissenyeu un controlador tal que una pertorbacié graé s’esmorteeixi prou rapid (temps
d’establiment al 2% de 2 o 3 segons). Escolliu la configuracié dels pols en llag tancat
tal que existeixin un parell de pols dominants.

2. Obteniu la resposta per a una entrada pertorbacié grad unitari.
3. Obteniu també la resposta per a una entrada de referéncia graé unitari.

(s+10)

s(s+1) (s +10) (s + 50)
itza en el llag directe un controlador G¢(s) = K, i es realimenta amb H(s) = 1 (en el llag de
realimentacid), determineu el valor de K pel qual es tindra uns pols complexes conjugats
amb un esmorteiment de { = 0.8.

Problema 112 Donat un sistema en llag obert G(s) =

, si s’util-

K 1
Problema 113 Representeu el lloc de les arrels del sistema G(s) = % amb real-
s? (s
imentacié unitaria. Determineu per a quin valor de K el sistema global M(s) tindra tres

arrels reals iguals. Quin valor tenen aquestes arrels?

Problema 114 Un possible sistema de control d’un laser és el que es déna a la Figura 4-4
0n7'1:1017'2:5.

R(s) 50 C(s)

+ (54T, )(s+T,)

Figura 4-4
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1. Representeu de forma aproximada el lloc de les arrels del sistema proposat, fent variar
K de 0 a co. (Zeros, pols, zones sobre ’eix real, asimptotes, angles, punts de ruptura,
etc.).

Dada: El polinomi % + 1522 4 50z + 750 té una de les seves arrels a 2 = —15.
2. Indiqueu per a quin marge de valors de K el sistema és estable.

3. Quin valor de K fa que es tingui uns pols complexes conjugats situats a —1.57 +
3.1957

4. Considerant que els pols complexes sén dominants, quant val el sobrepic per a aquesta
K7 Tel temps d’establiment al 2%7 Raoneu si aquests pols sén realment dominants.

_Y(s)
~ R(s)
la Figura 4-5 per a variacions del parametre a. Per a quin valor de a el sistema presenta un
esmorteiment critic? I un sobrepic de SP = 5%? Comenta 'exactitud del calcul de SP.

de

Problema 115 Representeu graficament la variacié dels pols del sistema M(s)

R(s) O

> >
+ 25 s(s+a)

Figura 4-5

Problema 116 Determineu els valors de Ko per a que el sistema de la Figura 4-6 presenti

un SP < 5%.

R(s) Y(s)

>
S

20
+ + s(s+2)

Figura 4-6

Problema 117 Determineu el valor de K per a que el sistema de la Figura 4-7 tingui pols
complexes conjugats a —8 + 2.45.

R(s) s Y(s)
+ (542)(s+5)
K
s+K
Figura 4-7
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R(s) 1 Y(s)
K,+K,s > >

0.857

Figura 4-8

Problema 118 Es disposa del sistema de la Figura 4-8.
Es vol obtenir K, i K4 per a que el sistema en lla¢ tancat, tingui com a pols s, = —6+£3.845.
Per aix6 es proposa seguir el procediment que es déna a continuacio:

1. Prenent K4 = 0, obteniu el lloc de les arrels del sistema respecte a variacions de K.

2. Obteniu I'expressié de la funcié de transferéncia que sera 1til per a trobar el lloc de
les arrels depenent del parametre Ky. Quina és 'expressié dels pols P de partida
d’aquest diagrama?

3. Obteniu a partir de la condicié d’angle del lloc de les arrels de I’apartat 2 on haurien
d’estar situats els pols P per a que el diagrama passes per S.. Calculeu després el
valor de K, que produeix aquests pols de partida P.

4. Amb el valor de K, anterior i la condicié de modul del lloc de les arrels, calculeu el
valor de Ky necessari per a tenir els pols se.

Problema 119 Es disposa d’un procés:

1

O T )

Es realimenta aquest tot posant un controlador G (s) com el de la Figura 4-9.

R(s) Y(s)
- G P G >
Figura 4-9

1. Representeu el lloc de les arrels d’aquest sistema utilitzant un controlador proporcional
G (s) = K. Determineu si es possible el control d’aquest procés amb aquest G (s).

2. Suposant ara que G (s) = K (s+ z) 1 que es vol un sobrepic de SP = 4.3% amb un
temps d’establiment de #,499, = 11.305 s, determineu el valor de K i z per obtenir
aquestes especificacions.

3. Amb el valor de K i z trobats, sera el sobrepic ’esperat? Per qué?

4. Quin sera l'error de posicié e, (00) i el de velocitat e, (co) del sistema controlat?
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Figura 4-10

Problema 120 En els processos industrials és bastant normal trobar manipuladors en
forma de brag¢. L’articulacié del brac és accionada per un motor de continua, de manera
que el conjunt motor+brag es pot modelar com a la Figura 4-10.

0 (s)
R(s)

1. Calculeu la funcié de transferéncia del sistema motor+brag G (s) =

~—

Per a fer que el procés G (s) segueixi a una consigna graé unitari amb SP < 5% 1 t,i09 < 4
s, es proposa utilitzar 'estructura de control de la Figura 4-11.

R(s) 0(s)
G.(s) > G >

+

Figura 4-11

1. Demostreu de forma intuitiva i fent algun esbés, que si Ge (s) = K, no es poden assolir
les especificacions proposades, mentre que amb un controlador PD G, (s) = Kp+ Kgs,
sf es pot (no cal calcular K, i K4 de moment).

2. Trobeu la condicié que s’ha de complir entre K, i K4 que fa que el sistema en llag
tancat sigui estable. Representeu graficament la zona d’estabilitat prenent K4 a l'eix
de les abscisses i K, a I’eix d’ordenades.

3. Determineu el valor de K i K, per tal de que el sistema controlat compleixi amb les
especificacions proposades. Representeu el mapa de pols i zeros del sistema realimen-
tat amb aquest controlador i comenteu si s’obtindran les especificacions proposades
exactament o bé hi haura alguna diferéncia.

4. Quant val lerror estacionari de posicié ey, (00), €l de velocitat e, (00) i el d’acceleracié
eq (00) per aquests parametres del controlador?

1

Problema 121 Donat el sistema de a Figura 4-12 amb G(s) = R
s

1. Si es pren G¢(s) com un PID amb zeros reals, un dels quals es situa a Z; = 1, calculeu
els parametres K, K; i Kgq del PID per a que el sistema en lla¢ tancat tingui pols a
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R(s) Y(s)
G.(s) P> G() 2

Figura 4-12

Se = —14+/33. Calculeu el sobrepic SP i el temps d’establiment esperats, suposant
Se dominants. Comproveu la dominancia d’aquests pols.

2. Repetiu el disseny anterior, suposant ara que el PID té un zero real doble. Compareu
els resultats amb el PID anterior.

Problema 122 Un dels processos de llum utilitzats a les practiques de laboratori s’ha

identificat mitjancant el model dinamic segiient:

B 185.9
~ 21 39.9365 + 676

G (s)

Mitjancant el lloc de les arrels, trobeu un controlador tipus PID que faci que el sistema
realimentat compleixi les especificacions segiients:

Error de posicié: ep(00) =0
Temps d’establiment: ;199 < 0.12 s.(tsﬂ% = C%)
Sobrepic: SP <1% (¢ ~0.95)

Problema 123 Considereu el sistema inestable segiient:

1
@ (®) = 10000 (57 —11772)

Mitjancant el lloc de les arrels, trobeu un controlador tipus PID que faci que el sistema
realimentat compleixi les especificacions segiients:

Fregiiéncia natural no esmorteida: w, = 0.5 rad/s.
Esmorteiment: ¢=0.7

Problema 124 Donat el sistema de la Figura 4-13 amb G(s) = % i utilitzant el
s 1s

meétode del lloc de les arrels:

1. Trieu un controlador proporcional (P) G.(s) = K tal que el sistema controlat tingui:

Un sobrepic del 5% en resposta a un graé
Un error de velocitat e, < 20%
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R(s) Y(s)
G.(s) P> G() 2

Figura 4-13

2. Trieu un controlador proporcional-derivatiu (PD) Ge(s) = K(1 + Tys) que compleixi
les especificacions de ’apartat anterior i a més tingui un temps d’establiment ¢4 00 =
0.57 s. Suposeu que hi ha dominancia dels pols respecte del zero que introdueix el
controlador.

1
3. Trieu un controlador proporcional-integral (PI) G.(s) = K(1 + T—) que compleixi
;S
aquestes especificacions: '

Error de velocitat: ey, =0
Temps d’establiment: Z,490 <4 s.
Sobrepic: del 5% en resposta a un graé

Suposeu que hi ha dos pols dominants.

1
4. Trieu un controlador proporcional-integral-derivatiu (PID) G.(s) = K(1+ Ta +Tys)
iS

que compleixi aquestes especificacions:

Error de velocitat: ey, =0
Temps d’establiment: t,400 = 0.57 s.
Sobrepic: del 5% en resposta a un graé

Utilitzeu els dos criteris de seleccié dels zeros:

(a) Escolliu un zero prop de l'origen.

(b) Escolliu un zero real doble.

Problema 125 Es disposa d'un procés G (s) = P Es vol que aquest segueixi a con-
S

signes graé amb les especificacions segiients: ep, (00) = 0, SP < 10% i ts199 < 0.9 s.
Prenent G (s) en llag obert, determineu la sortida y (¢) per a una entrada r (t) = 5u (t) i

R(s) Y(s)
— G }—

Figura 4-14

expliqueu perque fara falta controlar aquest procés. Representeu y (t) graficament.
Per controlar el procés G (s), es realimenta aquest tot posant un regulador G, (s) com el de

la Figura 4-15, i amb un sensor de primer ordre H (s) = ——.

s+2
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R(s) Y(s)
G(s) P> G() >

H(s)

Figura 4-15

Utilitzant el meétode del lloc de les arrels, dissenyeu un controlador G, (s) per tal de que el
sistema compleixi amb les especificacions. Justifiqueu 'eleccié del tipus de controlador.
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5. DOMINI FREQUENCIAL

5.1 Diagrames de Bode

Problema 126 Grafiqueu els diagrames de Bode de les funcions de transferéncia de la
trajectoria directa donades.

e =G B O +f§§i;§8§) 22125@001 0
2) G(S):(s+1.2)(s53—04)(8+10) 6 o ):s(slfgz;ljlo)

3) G (S)Zﬁ N GE =@ 1028;150)

9 Glo) = ot 9 G =g

% = 21 60s + 900 ¥ T 5(s2+bs+5)

Problema 127 Es disposa d'un sistema que té per funcié de transferéncia H (s) i se’l
realimenta de la forma que es veu a la Figura 5-1.

v, Vo
Gs) b H(s)

\4

+

Figura 5-1

\%
1. Quina sera l'expressié de la funcié de transferéncia del sistema M (s) = 70 en funcié
i
de H (s)1 G (s)?

El sistema H (s) té una funcié de transferéncia de la forma:

1

H (s) = 524+ 3s+2

2. Es estable el sistema H (s)? Per qué?
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3. Ara es realimenta com es mostra a la Figura anterior i amb G (s) = s+ K.

Determineu 'expressié que tindra Hrp (s) en funcié de K. Quin valor de K critic
converteix el sistema en inestable?

s+ 98
s2+4s+100°
Representeu el diagrama de Bode d’aquesta funcié. Dibuixeu primer les asfmptotes
indicant-ne els punts més importants, i després la grafica real de forma aproximada.

4. Per K = 98, la funcié de transferéncia global pren la forma M (s) =

Problema 128 Dibuixeu el diagrama de Bode (modul i fase) del circuit de la Figura 5-2
amb: Rp =4.14 KQ, Cg =1 uF, R, =628 KQ i C, =10 nF.

Figura 5-2

Problema 129 L’inversor de la Figura 5-3 té per resposta freqiiencial el diagrama de la

Figura 5-4.
Z,(s)

Z,(s)

Figura 5-3

Quin és l'ordre del sistema? Per qué?
Una possible funcié de transferéncia que s’ajusta a aquesta resposta és la que segueix:

1

Hi(s) = K -
(5) 52 +2(wos + w%

Si se sap que ¢ = 0.0625, determineu quin ha de ser el valor de K i quin el valor de wq.

Problema 130 Es vol fer 'analisi en freqiiéncia del circuit de la Figura 5-5.
Aprofitant I'estructura d’amplificador inversor que té I’esquema de la Figura 5-6.

_Vols) _ Za(s)
Vs Zi(s)

H (s)

%)
Vi (s)

1. Determineu la funcié de transferéncia del circuit H (s) . De quin ordre és el

sistema?
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Bode Diagrams

-20
-27

-40
-43 NS

-60

-80

-100
10 10 10
-150
-180

-200 \
-250
300

-350 \

-360
-400
4 5

10 10 10

Frequency (rad/sec)

w
~
o

Phase (deg); Magnitude (dB)

Figura 5-4

Figura 5-5

2. Amb els valors dels components que segueixen, L = 280 mH, R; = 2 KQ, C; = 100
nF, Ry = 25 K2, Cy = 10 nF, calculeu els valors dels pols i dels zeros del sistema.

3. Representeu el diagrama de Bode del circuit anterior, indicant clarament les asfmp-
totes amb els corresponents pendents, i el valor dels punts més significatius del dia-
grama.

Problema 131 A partir del model d’un sistema de control com el que ens ve descrit pel

diagrama de blocs de la Figura 5-7, on:
6725

G(s)= 10s2 + 21s + 2

1. Representeu el diagrama de Bode de magnitud de G(s). (Diagrama asimptotic).

2. Representeu el diagrama de Bode de fase de G(s). (Per fer-ho calculeu els valors
exactes de la fase per les freqiiencies 0.01, 0.1, 1, i 10).

3. Mirant els diagrames de Bode obtinguts, per a quin valor de K el sistema sera in-
estable?
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Z,(5)

Z,(s)

Figura 5-6

R(s) E(s) U(s) Y(s)
K »  G(s) >

Figura 5-7

Problema 132 Obteniu el diagrama de Bode asimptotic del sistema,

100K

MG = e m s r(K+20)

sabent que és estable, que per w = 0.1 el modul de M (jw) val 12.0412 dB i que la fase per
a la freqiiéncia natural no esmorteida wy, és de -90°.

Problema 133 Donada la funcié de transferéncia en trajectoria directa:

B K(s+1)
G(s)= s(140.1s) (1 4+ 0.2s) (1 + 0.5s)

1. Dibuixeu els diagrames de Bode de guany i fase, suposant K = 1.

2. Doneu el valor aproximat del marge de guany i marge de fase, trobat graficament
sobre el diagrama de Bode.

3. Trobeu K per a que el marge de guany del sistema sigui 20 dB.

4. Trobeu K per a que el marge de fase del sistema sigui de 45°.

5.2 Estabilitat relativa

Problema 134 A partir del diagrama de blocs de la Figura 5-8, on:

50K 0055

G(s) = 52 +5s+ 25
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R(s) E(s) Y(s)
G(s) >

Figura 5-8

1. Prenent K = 1, dibuixeu el diagrama de Bode de Magnitud.

2. Prenent K = 1, dibuixeu el diagrama de Bode de Fase del sistema amb retard. (Déna
valors mitjangant ’expressié analitica).

3. Trobeu els valors (exactes) del marge de guany i marge de fase.

4. Determineu quin guany K s’hauria de posar al sistema si es volgués aconseguir un
Marge de Fase entre 50 i 55°.

150
s(s+5)

1. La magnitud maxima de la resposta en freqiiéncia del sistema en llag tancat amb
realimentacié unitaria.

Problema 135 Donat el sistema en llag obert G(s) = , determineu:

2. L’ample de banda wy i la freqiiéncia de ressonancia w, del sistema en lla¢ tancat.

3. Estimeu el sobrepic SP que tindra el sistema en llag tancat per a una entrada grad
unitari i comenteu 'exactitud del calcul.
Problema 136 Un sistema té la funcié de transferéncia en llag obert segiient:

K
s(s+1)(2s+1)

G(s) =

1. Es estable per K = 27

2. Trobeu el valor critic del guany K per mantenir 1’estabilitat.

Problema 137 Un sistema en llag tancat com el de la Figura 5-9 té H(s) =11 G(s) =

K
b7 =0.021it3 =0.2s.
S5+ 1) (s £1) amb 71 =0.021t =0.2s

R(s) Y(s)

- G(s)

H(s)

Figura 5-9
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1. Determineu el guany K per a que e,(00) = 10% (entrada rampa).

2. Representeu el diagrama de Bode per aquesta K i calculeu el marge de guany MG i
el marge de fase MF. (Calculeu we de forma aproximada amb asimptotes).

3. Obteniu 'ample de banda wy,.
K

Problema 138 Considereu un sistema amb realimentacié unitaria on G(s) =

s(s+1)(s+2)
en el llac directe.

1. Per K = 4, quant val el marge de guany MG del sistema?
2. Si es vol tenir un marge de guany de MG = 16 dB, quin valor de K és necessari?
3. Determineu el marge de fase M F per K = 3.

Dada: Les arrels del polinomi z% + 52% + 42? — 9 sén (—0.25 £ 1.74j), (0.25 & 1.74j),
(4£0.969).

Problema 139 Un sistema amb realimentacié unitaria té el procés en el llag directe segiient:
B 11.7
~ 5(0.055+1) (0.1s + 1)

G (s)

1. Representeu el diagrama de Bode i determineu el M F i la freqiiéncia de tall w, (amb
el diagrama asimptotic).

2. Repetiu el procés anterior suposant que ara disposeu d’unes mesures de modul i fase
exactes del sistema G (s). Comenteu les possibles diferéncies.

60

Magnitud Fase w
18.6728 | -95.3667 | 0.6251
16.2047 | -96.1773 | 0.7197
12.1936 | -98.1813 | 0.9541
10.5709 | -99.4130 | 1.0985

6.8573 | -104.3116 | 1.6768
3.7675 | -114.8029 | 2.9471
2.7376 | -122.3936 | 3.9069
2.3141 | -126.8964 | 4.4984
1.9418 | -131.9009 | 5.1795
1.6148 | -137.4138 | 5.9636
1.3285 | -143.4240 | 6.8665
1.0796 | -149.8990 | 7.9060
0.8651 | -156.7842 | 9.1030
0.6825 | -164.0028 | 10.4811
0.5296 | -171.4600 | 12.0679
0.4039 | -179.0475 | 13.8950
0.3027 | -186.6497 | 15.9986
0.2229 | -194.1501 | 18.4207
0.0561 | -221.1284 | 32.3746
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Problema 140 Un sistema de control presenta ’estructura que es mostra a la Figura 5-10.

R(s) K(s+50) 1 Y(s)

N >
+ s1+20 s(s+10)

>

Figura 5-10

Seleccioneu K de manera que el marge de fase del sistema sigui MF > 40° i el marge de
guany MG > 10 amb 'ample de banda el més gran possible.
Dada: Les arrels del polinomi z3420tg(50)2%+1300z—10%*g(50) sén: 7.72, —15.77435.98;.

Problema 141 Donat un sistema amb la funcié de transferéncia en trajectoria directa
segiient:
200K e~ Tas

G ()= 2105 7 100

Quan K =1, determineu el maxim retard pel qual el sistema en lla¢ tancat és estable.

5.3 Disseny freqiiencial

Problema 142 Un actuador electrohidraulic és utilitzat en un robot manipulador de la
forma mostrada a la Figura 5-11, amb 17" = 2s.

R(s) T Y(s)
- G(s) P> £ >
10s+1

Figura 5-11

Suposant que el sistema treballara amb consignes graé unitari, i que es vol minimitzar ’error
estacionari ep(00).

1. Representeu el diagrama de Bode del sistema en llag obert. Per dibuixar la fase, feu-

ho punt a punt, calculant el seu valor per freqiiéncies de 0.1 a 1 amb salts de 0.145
rad/s.

2. Si Gc(s) = K, calculeu el valor de K pel qual el sistema presentara un sobrepic
SP ~ 10%. Determineu ep(oco0) per la K anterior.

K
3. SiG.(s) =K1+ —2, calculeu el valor de K7 i Ky per assolir un sobrepic SP < 10%.
S

Com a criteri de disseny, preneu el zero del controlador allunyat de la w, triada.
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Problema 143 Trobeu uns possibles parametres d’un controlador PI per a que el sistema

G (s)

1
= —— tingui un marge de fase de M F' = 65°. Dissenyeu-lo:
s(s+10)

1. Considerant que el zero del PI no afecta a la fase de la w, escollida.

2. Fent-lo passar pel punt exacte amb un temps d’establiment ¢;,90 = 2 s.

Problema 144 Donat el sistema de la Figura 5-12:

R(s)

+

Y(s)

80
G (s) >
) s*+115+80

Figura 5-12

Determineu els parametres d’un controlador PI per a que K, = 10 i el marge de fase M F
sigui el maxim possible. Quant valen el marge de guany i el marge de fase del sistema per
a aquest PI?

_ 1
- s(s+1)

realimentacié unitaria presenti un error estacionari a una entrada rampa unitaria e,(0c0) <
0.1 i un sobrepic per una entrada graé unitari de SP < 25%. Per aixo:

Problema 145 Dissenyeu un controlador PD per a que el sistema G (s) amb

1. Seleccioneu K per complir amb les condicions estacionaries.

2. Amb la K, anterior, representeu el diagrama de Bode del sistema G(s) amb el guany
K, (sense K encara) i obteniu la freqiiéncia de tall we.

3. Determineu el marge de fase M F del sistema G(s) amb K. Quina fase ha d’introduir
el PD a w, per tenir el M F desitjat?

4. Afegiu 5° de marge de seguretat a la fase del PD trobada abans i calculeu la posicié
del zero del PD perqué aix{ sigui. Determineu el valor de Kj.

5. Calculeu la freqiiéncia de tall w, i el M F reals obtinguts.

Problema 146 Quins haurien de ser uns possibles parametres d’un controlador PD per a

_ 150

"~ s(s+25)(s+6)
d’establiment t,,99, = 2 s per a una entrada graé unitari? Quin error de velocitat e,(c0) té
amb els valors trobats? Comproveu que a la freqiiéncia desitjada es té el M F buscat. Quin
problema hi ha si es vol el mateix M F pero t4109 = 0.5 s7

tingui un marge de fase de M F = 45° i un temps

que el sistema G (s)

Problema 147 Després de veure a les noticies i als diaris que la NASA només fa que
anar perdent sondes per l'espai, i comprovant els brutals i impressionants coneixements
sobre sistemes de control adquirits durant el curs, decidim ajudar al disseny del controlador
d’una nova sonda per prendre dades del planeta vermell sense estavellar-se ni perdre’s.

El model del sistema de control utilitzat és el que es mostra a la Figura 5-13.

T és el retard degut a les comunicacions, i que es pot establir en T'= 0.5 s.
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Rs) 1 o
G.(s) P> m > e >

Figura 5-13

1. Representeu el diagrama de Bode de modul i fase (asimptotes+diagrama real) de la
sonda G (s) en llag obert i sense retard. Quin marge de guany MG i marge de fase
MF té el sistema?

Dada: Les arrels del polinomi 23 4+ x — 1 sén: = = 0.6823, = —0.3412 + 1.1615j.

2. Afegint ara el retard T, es pot comprovar que el sistema déna uns valors com els de
la taula. Demostreu que la fase i el modul del sistema G (s) amb retard per wg = 0.1
i per wy = 0.9 sén els donats a la taula. Quin marge de guany MG i quin marge de
fase M F té aquest sistema sonda G (s) amb retard? Compara l'estabilitat del sistema
amb retard respecte el sistema sense retard.

w (rad/s) | Modul (lineal) | Fase (°)
0.100 9.90 | -104.28
0.182 5.38 | -115.56
0.261 3.60 | -126.59
0.285 3.24 | -129.98
0.339 2.63 | -137.29
0.420 2.02 | -147.59
0.500 1.60 | -157.45
0.583 1.29 | -166.84
0.682 1.00 | -178.15
0.701 0.95 | -180.03
0.704 0.87 | -184.20
0.819 0.73 | -192.19
0.900 0.61 | -199.75
0.960 0.54 | -205.16
1.265 0.30 | -229.57
1.340 0.26 | -234.92
1.526 0.16 | -247.26
1.842 0.12 | -265.77
2.223 0.07 | -285.24

3. Si es pren com controlador G, (s) = K, calculeu el valor de K per a que el sistema
global en lla¢ tancat presenti aproximadament un SP ~ 18% a una entrada graé
unitari, éssent la resposta el més rapida possible. Quin temps d’establiment ¢44o9
s’espera obtenir amb aquesta K7

4. Dissenyeu un PD per a que la resposta tingui un t,100 < 7 s. (la fem més rapida, no
sigui que es torni a perdre la sonda), amb el mateix SP d’abans.
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5. Es viable en aquest cas fer el disseny del controlador G, (s) utilitzant un PI per al

sistema amb les mateixes especificacions que a ’apartat anterior? Raoneu la resposta.

Problema 148 Donat el sistema de la Figura 5-14 dissenyeu un controlador PID per
obtenir una resposta al graé unitari amb un sobrepic SP < 5%, un temps d’establiment
tsroy < 7.46 s i un error estacionari nul degut a una pertorbacié D(s) grad. Considereu el

PID amb un zero doble.

Redissenyeu el PID si el que es vol sén les mateixes caracteristiques dindmiques, perd amb
un error e,(c0) = 5, a una pertorbacié rampa unitaria.

R(s)

G.(5)

D(s)

Y(s)

Figura 5-14

Problema 149 Donat el sistema segiient:

G(s)=

4

s(s+1)(s+2)

del qual es té la resposta freqiiencial a la taula:

w Guany dB Fase
0.0100 | 199.9875 | 46.0201 | -90.8594
0.0144 | 139.0206 | 42.8616 | -91.2362
0.0207 | 96.6327 | 39.7025 | -91.7781
0.0298 | 67.1592 | 36.5421 | -92.5574
0.0428 | 46.6610 | 33.3791 | -93.6778
0.0616 | 32.3988 | 30.2106 | -95.2878
0.0886 | 22.4667 | 27.0308 | -97.5986
0.1274 | 15.5378 | 23.8278 | -100.9075
0.1833 | 10.6876 | 20.5776 | -105.6234
0.2637 7.2718 | 17.2328 | -112.2809
0.3793 4.8443 | 13.7045 | -121.5079
0.5456 3.1048 9.8405 | -133.8730
0.7848 1.8664 5.4199 | -149.5475
1.1288 1.0231 0.1985 | -167.9045
1.6238 0.5014 | -5.9958 | -187.4460
2.3357 0.2192 | -13.1835 | -206.2503
3.3598 0.0869 | -21.2237 | -222.6611
4.8329 0.0321 | -29.8800 | -235.8286
6.9519 0.0113 | -38.9194 | -245.7644

10.0000 0.0039 | -48.1723 | -252.9795
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1. Dissenyeu un controlador PID que faci que el marge de fase del sistema sigui major
de 507, el temps d’establiment sigui menor de 4 segons i 'error estacionari per una
entrada rampa sigui nul.

2. Dissenyeu un compensador d’avanc de fase que faci que que el marge de fase del
sistema sigui major de 50° i el temps d’establiment sigui menor de 4 segons.

Problema 150 Considereu el sistema de control mostrat a la Figura 5-15 . Dissenyeu un
controlador tipus PID tal que lerror estacionari per a una pertorbacié constant sigui zero,
el marge de fase 65° i 'amplada de banda sigui el més gran possible (w. > 0.5). Verifiqueu
mitjancant Routh-Hurwitz que el sistema resultant és estable.

Nota: Considereu T; >> T, (T; = 20Ty) de manera que es pugui dissenyar primer un PD i
després un PI en série.

Z(s)

R(S)J( PID | 0 Y(i)
+ 2
542
Figura 5-15
Problema 151 Donat el sistema:
G(s) = ﬁ
trobeu un controlador d’avang de fase:
G.(s) = caj;js——ijl_ll

tal que el sistema realimentat compleixi les especificacions segiients:

Marge de fase minim de 50°
Constant d’error estacionari de velocitat K, minima de 20 s™*

Problema 152 Dissenyeu un controlador d’avang de fase per a que el sistema amb la funcié
s+2

(s+0.1) (s> +10s + 29)
per una entrada graé del 1% i un marge de fase de 60°.

Ajuda: el diagrama de Bode de G(s) és el mostrat a la Figura 5-16.

de transferéncia en llag obert G (s) = tingui un error estacionari

Secci6é 5.3:  Disseny freqiiencial 65



PROBLEMES DE REGULACIO AUTOMATICA

Bode Diagrams

Sr——
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s
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£ -100 i 2
\\\
-150 ~
-180 ——
-200 2 E 0 1
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Frequency (rad/sec)

Figura 5-16

Problema 153 Dissenyeu un compensador d’avang de fase, de manera que el sistema:

G(s)=

presenti un MF > 50°iun MG > 10 dB.

1

s2(s+5)

Problema 154 Es disposa del sistema de la Figura 5-17 amb:

K

G(s) = —73 s
CADICED
R(s) Y(s)
- G(s) > G =
Figura 5-17

1. Dissenyeu un compensador G.(s) format per 2 xarxes d’avangament de fase per a
tenir una constant d’error de velocitat K, = 20, un marge de fase M F = 45° i un
ample de banda w, = 4 rad/s.

2. Dissenyeu un compensador G, (s) de retard de fase que compleixi amb les mateixes
caracteristiques anteriors perd amb wp = 4 rad/s.

Problema 155 Donat el sistema de control de la Figura 5-18 amb:

66

50

G(s) =

G+ (s+2)(s+95)
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Y(s)
> G(s) =

Figura 5-18

1. Dissenyeu un compensador G, (s) d’avang de fase per a obtenir un temps d’establiment
tsrog < 2s.

2. Repetiu el disseny amb un compensador G, (s) de retard de fase per a obtenir un
MF > 45°.

Problema 156 Donat el sistemas:

Gls) = 50/ e—0053
¥ T 2 55+ 25

1. Trobeu un controlador d’avang de fase tal que el sistema controlat tingui un marge
de fase de 65° per a una freqiiéncia de tall w, = 10 rad/s.

2. Trobeu un controlador de retard de fase tal que el sistema controlat tingui un error
estacionari de posicié menor del 5% i un marge de fase de 65° a la major freqiiéncia
possible.

Problema 157 Determineu els parametres d’'un compensador de retard de fase per a que

el sistema:
4.10°

R ST

presenti un MF = 60° i una constant d’error de posicié K, > 100.

Problema 158 Donat el sistema de la Figura 5-19:

R(s) 1 Y(s)
+ GO 2 e [T

Figura 5-19

Dissenyeu un compensador d’avang-retard tal que el sistema global tingui K, = 20, MF =

60° i MG > 8 dB.

Problema 159 Si es vol que el sistema de la Figura 5-20 compleixi amb tsi00 < 1.6 s,
K, =80, SP < 16%.
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R(s) 3 Y(s)
G = 20y

Figura 5-20
1. Comproveu que no es possible assolir les especificacions amb un compensador d’avang
ni amb un de retard.

2. Dissenyeu un compensador d’avang-retard per tal de complir les especificacions pro-
posades.

Problema 160 Dissenyeu un compensador per a que el sistema de la Figura 5-21 amb:

100

G(s) = §2 s
: A
i (6400 TE T )
R(s) Y(s)
T G.(s) P> G >
Figura 5-21

tingui una constant d’error de velocitat K, = 20 i un SP < 16% per a una entrada graé.

Problema 161 Dissenyeu un compensador per a que el sistema:

10.e—5T

O= e

amb T" = 50 ms, en llag tancat presenti M Pw < 3.5 dB i w, ~ 1.4 rad/s.

Problema 162 Donat el sistema de la Figura 5-22:

R(s)

+

21 1 Y(s)
6 P e 1 5 >

Figura 5-22

1. Dissenyeu un compensador d’avang de fase per a tenir un guany en continua de 0.5,
un marge de fase M F = 40° i un temps d’establiment ¢, 99, < 4 s.
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o |l 2 | o Y(s)
¢ (s+1)(s+3) s g
K,

Figura 5-23

2. Repetiu el disseny anterior suposant ara que G (s) és un controlador PD.

3. Es proposa una estructura de controlador PD com la donada a la Figura 5-23.
Trobeu el valor dels parametres Ky i K, per assolir les mateixes especificacions que

als apartats anteriors.

Problema 163 Un procés de barreja de liquids per obtenir un grau d’acidesa concret, és
el donat a la Figura 5-24 on D és la distancia del controlador al sensor de mesura del pH.

R(s) K > Y(s)
+ 57105425 e’ ”
Figura 5-24

1. Prenent D = 2, representeu el diagrama de Bode del sistema amb retard (fase donant
valors) amb K = 1. Trobeu un valor de K tal que el MF ~ 60°.

2. Amb aquesta K, a quina distancia maxima D es podra col-locar el sensor sense fer el
sistema inestable?

3. Trobeu un controlador amb el qual es pugui aconseguir aixd amb un ep(co) = 0.
Comproveu el M F obtingut a la freqiiéncia de tall w, i el MG del sistema.

Problema 164 Es disposa d'un procés G (s) = g Es vol que aquest segueixi a con-

s+
signes graé amb les especificacions segiients: ey, (0c0) =0, SP < 10% i ts199 < 0.9 s.

Prenent G (s) en llag obert:

R(s) Y(s)
— G }—

Figura 5-25

1. Determineu la sortida y (¢) per a una entrada r (t) = 5u(t) i expliqueu perque fara
falta controlar aquest procés. Representeu y (t) graficament.

Per controlar el procés G (s), es realimenta aquest tot posant un regulador G (s) com

el de la Figura 5-26, i amb un sensor H (s) = 3
s
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R(s) Y(s)
G(s) P> G() >

H(s)

Figura 5-26

2. Utilitzant meétodes freqiiencials, dissenyeu un controlador G, (s) de manera que el sis-
tema compleixi amb les especificacions. Justifiqueu l’eleccié del tipus de controlador.
Calculeu el marge de fase M F i el marge de guany MG del sistema+controlador en
llag obert a la freqiiéncia de tall w, escollida.
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6. ESPAI D'ESTATS

6.1 Analisi en |'espai d'estats

Problema 165 Considereu el sistemas:

xr= 2 1 T
101
Y= [ 1 2 ] x
és totalment observable?
Problema 166 Donat el sistema:
1 10 0
r= Ax + Bu A=]101 0 B=1|1
0 0 1 1

és totalment controlable?

6.2 Disseny de controladors en |'espai d’estats

Problema 167 Dissenyeu un controlador en ’espai d’estats pel sistema segiient:

50:{—01 _04}36-1—[1}14

de tal manera que els pols del sistema en llag tancat venen donats per (A1, A2) on A i Ao
sén simeétrics.

Problema 168 Dissenyeu un controlador en 1’espai d’estats pel sistema segiient:

' 01 0 0
= 0 0 1 z+ | 0 | w
00 -1 1

de tal manera que els pols del sistema en llag tancat venen donats per (—2,—2 £ 2j).
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Problema 169 Dissenyeu un controlador en I’espai d’estats pel sistema segiient:
: 00 10
=0 o]=elo ]

de tal manera que els pols del sistema en llag tancat venen donats per (A1, A2) on A i Ao
sén simetrics.

Problema 170 El segiient sistema és un model linealitzat d’un péndul invertit amb una
barra de longitud 1 m i una massa puntual de 1 Kg a I’extrem, tal i com es representa a la
Figura 6-1.

mg

En aquest model u representa el parell aplicat a la base de la barra i y = 6 és I'angle

entre la barra i el vehicle. Suposant que y i ¥ sén mesurables, dissenyeu un controlador per
estabilitzar el sistema tal que el sistema en llag tancat tingui el pols (—p,—p) p > 0.

Problema 171 El segiient sistema és un model linealitzat d’un péndul invertit amb dues
barres de longitud 1 m i una massa puntual de 1 Kg a I’extrem, tal i com es representa a la
Figura 6-2.

Figura 6-2
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0 1 0 0 0 0 Y1
L 9.8 0 -98 0 1 —2 - :ljl o Ul
=l o 0o 0o 1| o ol|" S A “_[ué
98 0 294 0 2 5 o
_[ro00],
Y“loo 10

En aquest model w1 i us representen els parell aplicats a les bases de les dues barresiy; = 61

i yo = f3. Suposant que y1, y1, y2 i y2 s6n tots mesurables, dissenyeu un controlador per
estabilitzar el sistema i que tingui la propietat de minimitzar el segiient fndex:

J = / (y'y + eu'u) dr, e=10"°
0

Determineu els valors propis del sistema amb llag tancat resultant.

Problema 172 Repetir I’exercici 171 pel cas que tnicament és disponible 'entrada w1, per
exemple quan el sistema esta descrit per:

0 1 0 0 0
i 98 0 —-98 0 - 1 u
0 0 0 1 0
-98 0 294 O -2
11000 .
Y“loo1o0
Problema 173 Es vol controlar el segiient sistema inestable:
Y 1
G (s) (s)

- U (s) T 1289+ 82+ 35+ 1

Per tal d’aconseguir una resposta sense sobrepic, calculeu una realimentacié d’estat uw =
— K=z, tal que els pols del sistema en llac tancat corresponguin als d’un polinomi de Bessel
d’ordre 4:

S12 = —0.6573 £ 0.8302y

S34 = —0.9047 £ 0.2711y

dzy .

! xr3 = dzy. T4 = dzs . K= [K1K2K3K4]

Nota: Considereu z1 = y; 22 = T &,

Problema 174 Donat el sistema:

S 0o 1 0 0
L‘fg u A= 0 0 1 | B=|0| C=[40 0 0]
= —500 —125 —25 1

Trobeu les segiients caracteristiques de la resposta temporal enfront d’un graé unitari: temps
de pic, valor de pic, temps d’establiment, valor estacionari. Dibuixeu-la.
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Problema 175 Donat el sistema:

B 0 1 0 0
"”—_x;;“ A=l 0 0o 1 | B=| 1 | c=[10 0]
y==oT —-160 —56 —14 —14

Suposant u = K (r —y), on r és el senyal de referéncia, trobeu el valor de K que fa que el
sistema realimentat tingui les arrels reals a s = —3.5 + 3.26.
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/. MATLAB

Problema 176 La funcié de transferéncia de la trajectoria directa d’un sistema amb real-
imentacié unitaria és:
1+T,s

Gls) = s(s+1)°

Calculeu i representeu graficament les respostes a un graé unitari del sistema en llag tancat
per a T, =0, 0.5, 1, 10 1 50. Suposeu condicions inicials a zero.

Problema 177 La funcié de transferéncia de la trajectoria directa d’un sistema amb real-

imentacié unitaria és: 1

s(s+1)2(1+Tps)

G(s) =

Calculeu i representeu graficament les respostes a un graé unitari del sistema en llag tancat
per a T, = 0, 0.5, 0.707. Suposeu condicions inicials a zero.

Problema 178 Aproximeu el segiient sistema de tercer ordre mitjancant un altre de segon

ordre:
10N

GO = Gr D10

Per N =1 fins a N = 5, trobeu la funcié de transferéncia Gr(s) d’'un sistema de segon
ordre que s’aproximi al sistema de tercer ordre. Calculeu les respostes a un graé unitari dels
sistemes, i observeu la proximitat de 'aproximacié. Compareu les arrels de les equacions
caracterfstiques dels dos sistemes en lla¢ tancat.

Problema 179 Un sistema de motor de DC per a controlar la impressié amb una margarita
té la segiient funcié de transferéncia amb trajectoria directa:

891100K

G =
() s(s2 + 5000s + 566700)

El sistema s’ha d’aproximar mitjancant un sistema de segon ordre.

Suposant K = 1, K = 100 i K = 1000 trobeu la funcié de segon ordre de GL(s) que
s’aproxima a G(s). Calculeu i representeu graficament les respostes a un grad unitari.
Compareu les arrels de les equacions caracteristiques dels dos sistemes en llag tancat.

Problema 180 Aproximeu el sistema de control que es mostra a la Figura quan K = —1
mitjancant un sistema de segon ordre amb la segiient funcié de transferéncia en llag tancat:
Y(s) 1+cs

R(s) 1+dis+ dgs?

M(s) =

on c1, di i dz sén constants reals.
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Fl sistema en llag obert és el segiient:

K(s—1)
s(s+1)(s+2)

G(s) =

Problema 181 Un sistema de control amb realimentacié unitaria té la segiient funcié de
transferéncia en trajectoria directa:

76

K
s(s+1)(s+2)(s+20)

G(s) =

. Per a K = 10 el sistema de quart ordre serd aproximat mitjancant un sistema de

segon ordre amb la segiient funcié de transferéncia en llag tancat:

1
L(s) = ————
( ) 1+dis—+ d282
Trobeu d; i dy. Calculeu i representeu graficament les respostes a un graé unitari
dels sistemes de quart i segon ordre i compareu. Trobeu les arrels de les equacions
caracteristiques.

. Per a K = 10 aproximeu el sistema mitjangant un model de tercer ordre com:

1
o 1+ d18 —+ d282 —+ d383

L(s)

Trobeu d, dg i d3. Calculeu i representeu graficament les respostes a un grad unitari
dels sistemes de quart i tercer ordre i compareu. Trobeu les arrels de les equacions
caracteristiques.

. Per a K = 40 el sistema de quart ordre sera aproximat mitjancant un sistema de

segon ordre amb la segiient funcié de transferéncia en llag tancat:

1
o(s)=——
(3) 1-+d;s —|-d282

Trobeu d; i do. Calculeu i representeu graficament les respostes a un gradé unitari
dels sistemes de quart i segon ordre i compareu. Trobeu les arrels de les equacions
caracteristiques.

. Per a K = 40 aproximeu el sistema mitjangant un model de tercer ordre com:

1
o 1+ dls —+ d282 —+ d383

L(s)

Trobeu dy, dg i d3. Calculeu i representeu graficament les respostes a un grad unitari
dels sistemes de quart i tercer ordre i compareu. Trobeu les arrels de les equacions
caracteristiques.
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Problema 182 Per tal d'identificar un sistema lineal, s’aplica un graé unitari en llag obert,
obtenint-se la resposta de la Figura.

La resposta real queda guardada en una matriu M de 2 columnes, la primera columna per
I’eix horitzontal i la segona columna per I’eix vertical.

1.

2.

Quina funcié de transferéncia té el sistema?

Feu un esquema de la resposta freqiiencial.

. Representeu el diagrama de Bode de Magnitud i de Fase.

. Escriviu un script Matlab que permeti fer la representacié de la resposta real (la de

la Figura) i que la compari amb el model obtingut (sobreposant les dues respostes
grag).

A més a més feu que I’script doni els valors del sobrepic i del temps de pic en els dos
casos.

. En cas que es volgués fer la simulacié del model quin temps de mostreig s’hauria

d’agafar? Justifiqueu-ho.
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A. TRANSFORMADES DE LAPLACE

A.1 Taula de transformades directes

f(t),t>0 F (s)
1 6(t) 1
2 w(t) 2
i
3 t =
4 e @ !
s+a
5 te— -
’ (s +a)°
p)
6 sin wt Y
32 ﬁ“ﬂ
7 coswt m
n — 7l
8 t (n=1,2,3,..) )
‘ 1,2,3 i
9 t"e = —
€ (7’L ) Sy Yy ) (S +a)n+1
1 1
10 —at _ ,—bt - -
a7 a0
—bt __ —at _—
1 b—a(be ae ) (s+a)(s+Db)
1 1 —at —bt 1
12 ab 1+a—b(be —ae ™) s(s+a)(s+0b)
w
—at o3 _—
13 e sinwt (s —|—a)2 2
14 —at t S—{——CL
e % cosw 2 —|—a)2 o
1 —at ;
15 ﬁ(at—l—l—e ) (s +a)
)
16 “n Qe_c“’"t sinwn/1 — (%t “n
1—¢ s (82 + 2¢wps + w2)
—1
—Cwnt o3 _ 2
— C26 sin (wn 1-("t ¢) s
7 V1= 52 + 2Qwns + w3,
¢ = tan— c
—1
1— 2e_c‘*’"ts:in (wn\/l —C2t+¢) )
18 vi=¢ . Y
1 V1-¢ s (8% + 2¢wns +w?2)
¢ = tan c
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A.2 Propietats de la transformada de Laplace

80

1 LAf ()] = AF (s)
2 £ (t)ifz O] = F (s) £ B (s)
3 £+ af() F(s)— f(0x)
! e dd_;f(t) = s°F (s) —sf (0x) — f (0x)
[ d™ i n (k=1
Lelgul )| =s"F(s)= X s"F [(0s)
5 i T k-1 ghe "
on: f(t) = —f (t)
) d
0 Lo [ff(t)dt] = F(ES) + I - ) i
s) L @) at,_ TTF@ deadt],_,,
7 L[ [F() dtdt]:ig)+[lf()32} s [TTF @ 9 I
s alw@) =0 E =TT,
9 L) = F (s +a)
10 £lf(t—a)l (t—a)]d;e“”F(s)
1 cieg )= -
12 £ %f(t) = [*®F(s) ds
13 £ f(%) = aF (as)
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B. FORMULES UTILS

B.1 Resposta temporal

2
Wn

s2 4+ 20wy + w2

Caracterfstiques de la resposta al graé unitari del sistema: G (s) =

T
SP = ev1-¢2
PY— —
Wny 1-— CQ .
, _ T —arccos ) . 1—0.4167¢ + 2.917¢7
T o ’—]_ — 4_2 T o
4

[ —

tsroy ~ o
n

ls15% ~ Com
n

3.2
tszd— per: 0 < ¢ < 0.69
Cwn
4.
ts = w5c per: ¢ > 0.69
1.1+ 0.125¢ + 0.469¢? 1+0.7¢
tg = ” tg = ”

B.2 Resposta freqiiencial

Caracteristiques freqiiencials d’un sistema de segon ordre

1
M, = ————
N
Wy = wn\/l — 2(2

Bo = way/(1-2¢%) + /AT — 4 + 2

Disseny freqiiencial de PID

cosf

T 1G (jwe)l
dec —

i sin

we |G (jwo)]
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80

70| , .

60 |- —

50} , .

a0} i

MARGE DE FASE MF (°)

0 | | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

ESMORTEIMENT ¢

Figura B-1

Coeficients optims de T'(s) basats en el criteri ITAE per una entrada graé

S+ wq,
s2 + 1.4w,s —I—w%
3+ 1.75w,s? + 2.15w%s + w%
s+ 21w + 3.4w2s? + 2. 7wl s + Wi
8° + 2.8wps* + 5.0w2 8% + 5.5w3 5% + 3.4wps + wy
8% + 3.25w, 8° + 6.60w?2 s + 8.60w; s3 + 7.45w7 8% + 3.95wy s + Wb

B.3 Foérmules de sintonia de reguladors

Regulador P en llag obert

Métode Mode a b

Ziegler-Nichols P 1 -1
Cohen-Coon P 1.208 -0.956
Lopez, Murril, Smith P 0.490 -1.084

Regulador PI en lla¢ obert
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Meétode Mode a b c
Ziegler-Nichols P 0.9 -1 0
1 0.3 -1 0
Cohen-Coon P 0.928 -0.946 0
I 1.078 -0.583 0
Lopez, Murril, Smith P 0.859 -0.977 0
1 0.674 -0.680 0
Rovira P 0.586 -0.916 0
1 -0.165 1.0 1.0
Regulador PID en llag obert
Meétode Mode a b c
Ziegler-Nichols P 1.2 -1 0
1 0.5 -1 0
D 0.5 1 0
Cohen-Coon P 1.370 -0.950 0
I 1.351 -0.738 0
D 0.365 0.950 0
Lopez, Murril, Smith P 1.357 -0.947 0
I 0.842 -0.738 0
D 0.381 0.995 0
Sintonia en llag tancat pel métode de Ziegler-Nichols
Tipus de regulador
Parametres P PI PID
K, 0.5K, 045K, 0.6K,

P

1.2 12

Ty <

Seccié B.3: Foérmules de sintonia de reguladors
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C. COMPENSADORS

C.1 Compensador d'avanc de fase

CARACTERISTIQUES DELS COMPENSADORS D’AVANC

Funcié de transferéncia:

1
Ts+1 s+
Gc(b):Kcam: cs—i-—i O<axl1
ol
10
0
dB
-10
-20
90° -
- b,
oo L
0.1 1 /10 10 100
T T T T
 (rad/s)
Figura C-1
Angle maxim d’avang de fase:
in ¢ 1—«
sin ¢,,, = ——
1+ a
Freqiiéncia en el punt tangent:
1
Wm,

= ﬁ
TECNIQUES DE COMPENSACIO D’AVANC BASADES EN L’ENFOC DE LA RE-
SPOSTA EN FREQUENCIA

La funcié principal del compensador d’avang és tornar a donar forma a la corba de resposta
en freqiiéncia a fi de poder oferir un angle d’avang de fase suficient per compensar el retard
de fase excessiu associat als components del sistema fix.

Considereu el sistema de la Figura C-2. Suposeu que les especificacions es donen en termes
del marge de fase, del marge de guany, de les constants d’error estatic de velocitat, etc.

El procediment per dissenyar un compensador d’avang de fase mitjancant I’enfocament de
la resposta en fregiiéncia es planteja de la manera segiient:
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G.(s) b G

A\

Figura C-2

. Suposeu el compensador d’avang segiient:

1
Ts+1 s+ =
G (s) = K. S+ =K, T O<ax<l
aTs+1 s—i—i
aoT
Definiu:
K.a=K
Aixi: To+1
s
G =K——
C(S) als+1

La funcié de transferéncia en lla¢ obert del sistema compensat és:

_ T+l Ts+1

Ge(s)G () = K mmg Gs) = =7 G ()

oIl

G (s) = KG (s)

Determineu el guany K que satisfaci el requeriment sobre la constant estatica d’error
determinada.

. Utilitzant el guany K determinat, dibuixeu les traces del Bode de G (jw), el sistema

amb el guany ajustat perd sense compensar. Calculeu el valor del marge de fase.

. Determineu 'angle d’avang de fase ¢ necessari que s’afegira al sistema.

. Determineu el factor d’atenuacié a. Establiu la freqiiéncia a la qual la magnitud del

1
sistema no compensat G (jw)és igual a —201log (T)
a

Seleccioneu aquesta freqiiéncia com a la nova freqiiéncia de tall de guany. Aquesta

JaT

COTITEsSpON a Wy = i el maxim canvi de fase es produeix a aquesta freqiiéncia.

. Determineu les freqiiencies de colze del compensador d’avang de la manera segiient:

Zero del compensador d’avang: w=

Pol del compensador d’avanc: w =
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6. Utilitzant el valor de K determinat al pas 1 i el de « establert al pas 4, calculeu la

constant K. a partir de:

7. Verifiqueu el marge de guany per assegurar que és satisfactori. Si no és aix{, repetiu
el procés de disseny modificant la ubicacié dels pols i zeros del compensador fins a

obtenir un resultat satisfactori.

C.2 Compensador de retard de fase

CARACTERISTIQUES DELS COMPENSADORS DE RETARD

Funcié de transferéncias:

1
Ts+1 St T
Ge(s) = Kfot— = K,— L 1
c(S) CﬁﬁTS-I—l Cs_l_i ﬁ>
BT
30
20
dB
10
0
0°
C \/
90° L
0.01 0.1 1 10
T T T T
 (rad/s)
Figura C-3

TECNIQUES DE COMPENSACIO DE RETARD BASADES EN L’ENFOC DE LA RE-

SPOSTA EN FREQUENCIA

La funcié principal d’'un compensador de retard és proporcionar una atenuacié al rang de les
freqiiéncies altes per tal d’aportar un marge de fase suficient al sistema. La caracterfstica
de retard de fase no afecta la compensacié de retard.

El procediment per dissenyar compensadors de retard pel sistema de la figura C-2, mit-
jancant ’enfocament de la resposta en freqgiiéncia, es planteja de la manera segiient:

Seccié C.2:

Compensador de retard de fase
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. Suposeu el compensador de retard segiient:

1
Ts+1 STT
c(s) =K, = K, 1
BT
Definiu:
Kp=K
De manera que:
Ts+1
Gels) = Kar3

La funcié de transferéncia en lla¢ obert del sistema compensat és:

Ts+1 Ts+1

GC(S)G(S) :KmG(S) = m

G1 (s)

on:

G1(s) = KG(s)

Determineu el guany K que satisfaci el requeriment en la constant d’error estatic
establerta.

. Si el sistema no compensat G (jw) = KG (jw) no satisfa les especificacions en els

marges de fase i de guany, trobeu el punt de freqiiéncia en el qual ’angle de fase de la
funcié de transferéncia en llag obert sigui igual a -180° més el marge de fase requerit.
Aquest és el marge de fase especificat entre 5 1 12°. (Afegiu entre 5 i 12° per tal de
compensar el retard de fase introduit per aquest controlador). Seleccioneu aquesta
fregiiéncia com la nova freqiiéncia de tall de guany.

. Per evitar els efectes nocius del retard de fase produit pel compensador de retard, el

pol i el zero del compensador de retard han d’ubicar-se molt més avall que la nova
freqiiéncia de tall de guany. Per tant, seleccioneu la freqiiéncia de colze w = 1/T (que
correspon al zero del compensador de retard) entre una octava i una década per sota
de la nova freqiiéncia de tall de guany. (Si les constants de temps del compensador
de retard no es tornen massa grans, seleccioneu la fregiiéncia de colze w = 1/T una
década per sota de la nova freqiiéncia de tall de guany).

. Determineu l'atenuacié necessaria per disminuir la corba de magnitud a 0 dB a la

nova freqiiéncia de tall de guany. Considerant que aquesta atenuacié és de —201og 3,
determineu el valor de 3. Llavors obteniu altre freqiiéncia de colze (que correspon
al pol del compensador de retard) a partir de w = 1/ (3/T).

. Utilitzant el valor de K determinat al pas 1 i el de 3 establert al pas 4, calculeu la

constant K. a partir de:

K=
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C.3 Compensador d'avanc-retard

CARACTERISTIQUES DELS COMPENSADORS D’AVANC-RETARD

Funcié de transferéncias:

1 1
S+ — S+ —=
T T: >1
Gc ( S) _ Kc 1 12 Y )
S+ — —_ B
s+
Tl /6T2
10
0
dB
-10
-20
-30
90°
o
E\\/
0,001 001 [ T 10 10
T, T, T, T, T, T,
o (rad/s)
Figura C-4

PROCEDIMENT PER AL DISSENY D'UN COMPENSADOR D’AVANC-RETARD
Amb els compensadors de retard de fase no és possible mantenir el M F' desitjat i a la vegada
aconseguir un sistema molt més rapid. Hi ha un compromis entre una especificacié i ’altre.
Es en aquests casos on sera 1til I'ds dels compensadors d’avang-retard.

El procediment per dissenyar compensadors d’avang-retard mitjancant métodes freqiiencials
es pot plantejar com segueix:

1. Dissenyeu la part corresponent al retard de fase que proporcioni una part arbitraria
del MF desitjat i les condicions estatiques.

s+ i
— L B>1
s+ E
2. Partint de la funcié de transferéncia en llag obert que ja inclou el retard de fase
dissenyat, .
G (s) T 2 B>1
s+ @
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calculeu els parametres de la part d’avancament de fase que s’ha d’afegir al sistema
per tal d’acabar de complir amb les especificacions desitjades.

s—l—l
T

O<axl

STar
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D. REGLES GENERALS PER A CONSTRUIR
EL LLOC GEOMETRIC DE LES ARRELS

1. Ubiqueu els pols i zeros de G (s) H (s) al pla s. Les ramificacions del lloc geometric
de les arrels comencen als pols en llag obert i acaben als zeros (zeros finits o zeros a
infinit).

2. Determineu els llocs geométrics de les arrels sobre 'eix real.
3. Determineu les asimptotes dels llocs geomeétrics de les arrels.
4. Trobeu els breakpoints.

5. Determineu langle de sortida (angle d’arribada) d’un lloc geomeétric de les arrels a
partir d’un pol complex (un zero complex).

6. Trobeu els punts en els quals els llocs geometrics de les arrels tallen a ’eix imaginari.

7. Agafant una série de punts de prova de la proximitat amplia de l'origen del pla s,
dibuixeu els llocs geométrics.

8. Determineu els pols en llag tancat.
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E. APROXIMACIO A SISTEMES D'ORDRE
SUPERIOR

Aproximacié a sistemes d’ordre superior per sistemes d’ordre baix en els casos que no existeix
dominancia de pols.

En general, sempre que sigui possible, interessara treballar amb sistemes de control d’ordre
el més baix possible, per tal de simplificar I’esfor¢ en analisi i disseny.

Objectiu: A partir d’una funcié d’ordre superior My (s) trobar My, (s) d’ordre inferior, per
tal que en resulti una resposta aproximada i que els 2 sistemes siguin similars segons uns
criteris preestablerts.

Les técniques que s’expliquen responen a casos en els quals no existeix dominancia de pols,
perd que per simplificar interessa fer la reduccié (Normalment de sistemes d’ordre superior
a 2 es passa a sistemes de segon ordre).

CRITERI D’APROXIMACIO

Es vol passar de My (s) a My, (s), on:

2 . m
My (s) :Kl—l—bls—l—bgs 2—|— + b8
1+ ai1s+ass* + -+ + a,s™

on: m<n

1+615+6232—|—---—|—0qu

M =K
L (s) 1+dys+dgs® + -+ dps?

on: n>p=>gq

HIPOTESIS QUE ES FAN

1. El guany K en les 2 funcions de transferéncia és el mateix.

2. El pol de My (s) i Mg (s) tots sén al semipla esquerra.

CONDICIO DE PARTIDA DEL CRITERI QUE S'IMPOSA PER TAL QUE ES PUGUI
REALITZAR LA REDUCCIO
Es vol que les caracteristiques d’amplitud dels sistemes siguin idéntiques:

| M (jw)|*

=1 0<w<oo (E.1)
| ML, (jw)]

PASSES DEL CRITERI D’APROXIMACIO

1. Es troba la funci6 de transferéncia d’ordre superior en llag tancat My (s), posant el
guany del sistema a 1 (terme independent igual a 1).

2. S’aproxima a una funcié d’ordre inferior del tipus:

1—|—cls—|—0252—|—---—l—cqsq
M =
n(s) 1+ dys+ dgs® + - -+ dysP
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3. Es divideixen les funcions Mg (s) 1 My, (s):

1+ b18 +bos? + -+ + by s™
My (s) <1—|—a15—|—a252+---—|—ans”> B
Mp(s) [l14cs+cas®+--Fcgs?)

<1+dls+d252+---+dpsp>

(L4 bis+bys® 4+ byps™) (1+dis+ dos® + - - - + dpsP)
(T +aris+ags?+ - +aps™) (1+c18+cas? + -+ +¢g89)

Operant I'expressié anterior s’obté:

MH(S)_1—|—m15—|—m232+..._|_mu8u o w=m+p
Mg (s)  14+his+1los? + - +1ys? T v=mn+4gq

Si s’aplica ara la condicié de partida E.1:

| My (jw)|2 My (s) My (—s) 1+ €982 + 48t + -+ 4 egy s
|A4L (]w)|2 My, (S) M, (—S) s=jw 1+ f232 + f434 4 f2v32v —j

(e2—fo) 8* + (ea — fa) s* +- -
1+ fos2 + fast + - + fous?

=1+

s=jw

Per complir-se la condicié de partida, cal igualar termes per tal que tota ’expressié
s’anul-li i només quedi 1:

e2 = fo
e4 = fa
€y = f2u

Trobant aquests valors, es trobaran els coeficients de M, (s), partint de 1’expressio:

My (s) My (—s) (1+m13+m252 -l-----l—mus“) (1 —mys+mas? — -+ (—1)"mus“) B
My (s) Mg (—s) (I+ls+1las?+ -+ 1ys®) (1 —lis+12s? — -+ (=1)" 1s?)

_ L4es® +eqst + - 4 egus™
1+ fos? 4 fast 4o+ fops?

Tgualant els numeradors es troben els coeficients m;:

ey = 2moy — m%

eqs = 2my — 2mimsg + mg
eg = 2mg — 2mims + 2mormy — mg

eg = 2mg — 2mimsy + 2maomeg — 2msms + mi
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Tgualant els denominadors es troben els coeficients I;:
fo=2ly - 12
fa =21y — 213 + 13

fo = 2lg — 2l1l5 + 2loly — 13
jg = 2lg — 2117 + 2lalg — 21315 + 13

Un cop trobats els coeficients I; i m; es poden trobar els coeficients d; i ¢; de My (s):

1+cls+0252+---+cqsq
M —
£(s) 1+ dis+ dys® + -+ dysP
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F. TEORIA DE MATRIUS

F.1 Definicions

Un conjunt de numeros (o funcions) ordenats en files i columnes s’anomena matriu.

ail a2 o Qin

a1 azz - QA2pn
A=

aml am2 --° Omn

Els numeros a;; s’anomenen elements de la matriu, amb el subindex i denotant la fila i el
subindex j indicant la columna.

Una matriu amb m files i n columnes s’anomena matriu d’ordre (m,n) o alternativament,
matriu m x n. Quan el nombre de columnes és igual al nombre de files (m = n), la matriu
s’anomena matriu quadrada d’ordre n.

Una matriu que té una tnica columna, és a dir, una matriu m X 1, es coneix com a matriu
columna, o més usualment, com a vector columna.

)

Y2
Yy= .
Ym

Analogament, un vector fila és una col-leccié ordenada de niimeros escrits en una fila, és
a dir és una matriu 1 X n.

ZZ[Zl zZ9 v Zn]

Algunes matrius amb caracteristiques distintives reben noms especials. Una matriu quadrada
en la qual tots els elements sén zero, excepte aquells que estan en la diagonal principal a1y,
as2,..., dpy s’anomena matriu diagonal.

Si tots els elements de la matriu diagonal tenen el valor 1, llavors la matriu es coneix com
a matriu identitat I.

1 0 - 0

01 - 0
I=

0 0 1

Quan tots els elements de la matriu sén iguals a zero, la matriu s’anomena matriu zero o
matriu nul-la.
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F.2 Operacions elementals amb matrius

Si A i B sén matriu de la mateixa dimensi6, llavors la seva suma es defineix com:
C=A+B

O1l:
Cij = Qij + byj

La suma es fa element a element. Es facil comprovar les segiients propietats:
A+B = B+A

(A+B)+C = A+(B+C)

Dues matrius poden ser multiplicades si sén compatibles. Donades A =m xniB =n xp,
la matriu m x p:

C=AB

és el producte de les dues matrius, on:

n
Cij = Z ik, b
k=1
La multiplicacié de matrius compleix la propietat associativa:
A (BC)=(AB)C
perd no la propietat commutativa:
AB # BA

La traga d’una matriu quadrada és la suma dels elements de la seva diagonal:

n
traaA = g Qi
i=1

La matriu de dimensions n X m que s’obté intercanviant les files i columnes de la matriu A
s’anomena la trasposada de la matriu A:

ail a1 -+ amil
AT a2 a2 -+ Qm?2
Aip A2n -+ Amn

Es diu d’una matriu que és simetrica si:
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Es facil veure que:

(AB)Y = BTAT
(ABC)T = CTBTAT
(A+B)T = AT4BT
El determinant d’una matriu quadrada es defineix per la segiient expansié de Laplace:
detA:Zaij'yij peri=1,2,...,n
j=1

on v,; s’anomena el cofactor i:
— i+j -
Yij = (—1)""7 det M;;

on det M;; s’anomena un menor. M;; és igual que la matriu A, excepte que la seva i-éssima
fila i la seva j-éssima columna han estat eliminades. Aixf, M;; és sempre una matriu de
dimensions (n — 1) x (n — 1) i els menors i cofactors sén identics exceptuant el signe.
L’adjunta d’una matriu és la trasposada de la matriu dels seus cofactors:

. T
adjA = [%’j]
La inversa d’una matriu quadrada A es representa com a A1 i es defineix com la matriu
que satisfa la segiient relacio:

A7TA=AA'=1

on I és la matriu identitat.
La inversa d’una matriu A és, sempre que det A # 0:

. adjA
A-1=2
det A

La inversa del producte de dues matrius és el producte de les inverses de les matrius en
I’ordre girat:

(AB)'=B"'A"!
Igualment:
(ABC)'=C !B !A!

PROPIETATS DEL DETERMINANT
Quan es treballa amb determinants de matrius, les segiients operacions elementals (de files
o columnes) poden ser 1tils:
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1. Si una fila (o columna) de A es mutliplica per un escalar a, la matriu resultant A té
el determinant

det A = adet A

També:
det (¢A) = o™ det A

2. Si dues files (o columnes) de A s’intercanvien obtenint la matriu resultant A, llavors:

det A = —det A

3. Si un muiltiple d'una fila (o columna) de A se suma a una altra fila (o columna)
obtenint la matriu resultant A, llavors:

det A = det A

4. Es facil demostrar també que:
det A = det AT

det AB = det Adet B

per tant:
det Adet A=l =1

El rang d’una matriu correspon al nombre de files i columnes linealment independents que
té aquesta. Si el rang de A és r, llavors totes les seves submatrius d’ordre (r + 1) x (r + 1),
sén singulars i existeix almenys una submatriu d’ordre r X 7 que és no-singular. Es compleix
també que:

rang files A = rang columnes A

El polinomi caracteristic d’'una matriu A es defineix com:
a(s) = det(sI—A)
= "+a1s" 4t ap1stan
Es pot escriure:
a(s)=(s=A1)(s—A2)-- (s = An)

on {\;} sén els valors propis de A.

El teorema de Cayley-Hamilton diu que tota matriu quadrada A satisfa el seu polinomi
caracteristic. Aixé vol dir que si A és una matriu d’ordre n X n emb equacié caracteristica
a (s) lavors:

a(A)2 A"+ A"+ ta, 1A+ a,I=0
VALORS PROPIS I VECTORS PROPIS

Tot escalar A\ i vector no nul X, que satisfacin:

Ax =\x
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es denominen com el valor propi i el vector propi (dret) associats a la matriu A (notar
que x apareix a la dreta de A a ’equacié anterior).
Reordenant termes a ’equacié anterior es té:

(M—-—A)x=0

Si x és no nul, llavors:

det \I— A) =0

La normalitzacié dels vectors propis és arbitraria; aixi, si X és un vector propi, ax també

ho és. Rls vectors propis s6n usualment normalitzats amb modul unitari; és a dir, ||x||* =
T

x*x =1.

Si y7 és un vector fila no nul tal que:
yTA :AyT

llavors y s’anomena vector propi (esquerra) de A (notar que x apareix a l'esquerra de
A a l'equaci6 anterior).
Si s’escriu:

Aly =)y

y 10 és res més que un vector propi (dret) de AT.
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