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LA TRANSFORMADA
DE LAPLACE

1.1- INTRODUCCIO

A lafigura 1 es mostra un circuit passa baixa, circuit que ve caaderitzat pel sistema
d'equadons sglent:

_ 1
e(t) = thn(t) + o fi s
eo(t) = = [it) ot

gue @m podem veure, és un sistema d equadons diferencials que & pot solucionar
utilit zant metodes classcs, o k& d métode de latransformada de Laplace

El métode de la transformada de Laplace & un metode operadonal que pat utilit zar-se
per alaresolucio dequadons diferencials lineds, de manera que moltes de les funcions
habituals, com son funcions snusoidals, sinusoidals esmorteides i exporencias, pocdn
ser convertides en funcions algebraiques d'una variable @mplexa. Aixi mateix,
operadons com la diferenciad0 i la integradd poden ser reemplacales per operadons
algebraiques en €l pla mmplex.

D'aguesta manera, ura equadé dferencia lined es poat transformar en ura equadoé
algebraica anb variables complexes, esent posgble manipular-la mitjancant regles
algebraiques smples, a fi d'obtenir la solucié en e pla complex. La solucié fina

sohtindra agafant la transformada inversa de Laplace amb la particularitat de que la
soluci6 del'equadd hamogeniai lasolucié particular sobtenen en ura sola operado.

&a(t) i® C—I— &(t)

Figural.1l: Circuit passabaixa
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1.2-LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Donadalafuncio red f(t) que compleix la ondcio

EW@NEN@<m 1.2
per a dguna o red finita, latransformada de Laplacede f(t) es defineix com:
JHM:F@:ﬁfm®ﬁmt (1.3

on la variable s, anomenada operador de Laplace és una variable complexa anb un
comporent red o i una cmporent imaginaria jw, de maneraque s= g +jw.

Exemplel.1l

Sigui lafuncié exporencial definida com a

f(t)=0 per at<0
f()= A€ perat=0

onA i a sonconstantsreds.
Latransformada de Laplacesobtindra de la manera segiient:

L[f (t)] — J':A BE_GI |]3_St mt — A q‘: e—(CX +S)t mt — %

on podm veure que lafuncié exporencia produeix un pd en e pla complex.

Exemple 1.2

Sigui f(t) unafunci6 esglad untari definida com

) =1 t>0
f()5

H t<0

Latransformada de Laplacede f(t) sobtindra de la manera segient:

(9 = L[us(t)] = I: ug(t) (&St [t = —ée‘i "
0

nlpE
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A la taula segiient es mostra un resum de les transformades meés usuals, que pocden
trobar-se glicant € procediment anterior a calascuna de les respedives funcions

temporals.

Nom Funcié temporal Transformada de Laplace
f(t) F(s)
Impuls unitari o(t) 1
Esglad urnitari u(t) s
Rampa unitaria t 1/s°
Rampadordren t" nl/s™t
Exporencial gt 1/(s+a)
Sinus sin ot /(S +0¥)
Cosinus cos ot g(s*+0¥)
Sinus esmorteit e . sin ot w/((sta)+ )
Cosinus esmorteit e . cos ut (sta)/((s+a)+ oY)

Taulal.l Transformades de Laplace

1.3-TRANSFORMADA INVERSA DE LAPLACE

El procés matematic de passr de I'expressd en variable complexa al'expressé en
funcié del temps, rep e nom de transformada inversa de Laplace tilit zant I'anctad6 L™
per ala sevarepresentadd, de manera que:

L F(s)]= (1) (1.9

Matematicament, sobté f(t) de F(s) apartir de la seglient express 6:
Ft) = —— I°+_’°°F(s) e ot (t0) (1.5
21 Jc-jw

onc éuna anstant red escollidamés gran que les parts reds de tots els purts sngulars
de F(s).

Reditzar laintegrad6 doreda per |'expresso anterior sembla complica, pero existeixen
procediments meés smples per trobar f(t), com pot ser la utilitzadé duna taula de
transformades de Laplace i s és necessari, desenvolupar la funcio F(s) en fracaons
simples, de manera que ajuesta queda expressada en termes de funcions de s smples
per ales quals es coneixen les transformades inverses.

Esadir, si es desenvolupa F(s) en fracdons smples, F(S)= Fa(S) + Fx(S) + -+ Fy(9), es
compleix que:

LHF(9]= L {Fu(S)] + L FA9)] + -+ L {Fa(9)]= faft) + Fo(t) + -+ fn(9) (1.6

on fy(t), fa(t),
respedivament.

-, fn(s) sOn les transformades inverses de Fyi(s), Fx(S), - ,Fn(S)
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1.4- TEOREMESDE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

A continuadd es presentaran, en forma de teoremes, algunes de les propietats més
importants de la transformada de Laplace i que en molts de caos poden smplificar les
aplicadons d'aquesta.

e Multiplicacié per una constant: Sigui k una onstant i F(s) la transformada de
Laplacedef(t), aleshores:

L[Kf (t)] = kF(9) (1.7)

e Suma i resta: Siguin Fy(s) i Fx(s) les transformades de Laplace de fy(t) i fa(t),
respedivament, aleshores:

L[f1(1) £ F2(8)] = R( = Fr(9) (1.8
» Diferenciacio i integracié: Sigui F(s) la transformada de Laplacede f(t) i f(0) €
limit de f(t) quan t tendeix a 0; aleshores:

édfﬂg_ sF(s) - (0) (1.9
th (t) Ecut] F(SS) (1.10

e Trandacio en € temps: La transformada de Laplacede f(t) retrasada untemps T és
igual alatransformada de Laplacede f(t) multiplicada per €', ésadir:

L[f(t- Tug(t-T)] = & °F(9) (1.19)

» Teoremesdel valor inicial i del valor final: Si latransformada de Laplacede f(t) és
F(s), aleshores:

lime_ of(t)= lims_.. »SF(S) (1129
lim; . «f(t)= lims_.oSF(S) (1.13
* Trandacié complexa:

L[ei“tf (t)] - F(s£0) (1.14

e Convolucio real (multiplicacié complexa): Siguin F1(s) i Fy(s) les transformades de
Laplacede f1(t) i f2(t) respedivament, i que f1(t)=0, f2(t)=0, per at<0; aeshores.

ROR(9 = L[H(O,(0)] = Lafl(r)fz(t—r)dr afz(r)fl(t—r)drg (1.19

Exemples detransformadai transformada inversa de L aplace
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Exemple 1.- Trobar latransformada de Laplacede
v(t) = e + cos@t) — sin(2t)
Aplicant les propietats :
Ljv(t)| = L|e‘2t| +L|cos2t| - L| sin2t|
Per tant, fent la transformada de cala terme obtenim:

1 ,..s 2 _ 25
S+2 S°+4 S+4 (2+9)(S°+4)

Liv(t)| = F(s) =

Exemple 2.: Trobar latransformada inversa de la seglient transformada de Laplace

F(s) = 2(s+3)
s(s+1)(s+2)

Hem de trobat la transformada inversa o f(t). Generdment en aquests casos es
descompassa en fracdons smples del tipus:

A B C
—+ +
s (s+1) (s+2

A on:
A:F(S)'S| :M| :E:g
20 (s+1(s+2) 0 12
B = F(S)(S+1) |s:—1 = 2(S+3) — = 2 =-4
s(s+2) -11
_2(s+3) 21

C=F(9)(st+2) |S:_2 = S(s+1) |s:—2 -2.1

Aixi podem fer:
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_mB_ 4 1 O o set
v(t) =L % s+2+s+ZH 3u(t) —4-e-u(t) +e “-u(t)
Finament tenim:
v(t) = [3-4e* +e? |u(t)

Tranfor macid complexe dels component simples

A efedes pradics, sabem que s tenim una resisténcia de valor R i que li travessa una
intensitat i(t):

R

—
—»
I(t)

Tenim que (e(t) éslatensio que cal en elsterminals del comporent):
et) =i(t)R

Efecduant latransformada de Laplace

Lie(t) = 1(s)R

En & cas de unabohna

L

—
—>
I(t)
Tenim que:

di(t)

t = — 7

e(t) p

Si efecduem latransformada de Laplacetenim que:

L|e(t)| = L-sl(s) - Li(0)
Si considerem condcionsiniciasigual azero (i(0) = 0), tenim que:

Llet)| = F(s) = L's(s)
Esadir, que s hatransformat amb uraimpedancia complexade valor (L-s)



LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Per a condensador, si partim del seglient circuit:

Tenim que:
. dE
i(t)=C—
(t) ot

Efeduant latransformada, si tenim condcionsinicials zero ((0) = 0):
Lli®)] = 1(8) = C-E(s) ~Ce(0) 0 E() = Ci-l 9)
'S

Esadir, que hem transformat e condensador amb uraimpedancia de valor 1/(C-s).
Aixi tenim que:
Resisténciadevalor R - estransforma en uraimpedancia omplexadevaor: R

Induwctanciadevalor L - estransforma en uraimpedancia omplexadevalor: L-s
Capadtat devalor C - estransforma en uraimpedancia mmplexade valor: 1/(C-s).

Comporent red Comporent transformat
R R
— EEE— —
L L-s
— —» —
C 1(C9

— = —
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1.5- APLICACIONSDE LA TRANSFORMADA DE LAPLACE

Suposem €l circuit passa baixa, estudiat a I'apartat 1.1, on hem obtingut el seglent
sistema d'equadons diferencials,

1
g (t) = RO() +—= [i(t) et
cl (1.1)

e (1) :éj’i(t) [eit

Si apliquem el metode de la transformada de Laplace suposant unes condcions inicials
igual azero, podem escriure (veure lataula 1.1, detransformades de Laplace:

E (3 = RS+~ 1I(s)
. Cs (1.16
Eo(9) = = 0I(S)
C s

Fixem-nos que podem obtenir e mateix resultat simplement aplicant les
transformadons que hem anomenat en e apartat: “transformad6d complexa dels
comporents smples’ substituint en € circuit els valors reds dels comporent pels sus
valors complexes.

de manera que ohtindrem, operant adequadament, que la transformada de la sortida es
pot trobar a partir de |’ expresso:

1

Eo(9) = 1+ RCs

[E; () (1.17)

Si supasem que @ senyal d’entrada g(t), és unesglad unitari delaforma

e(t)=u(t)= 1 per at>0
(1.18
&(t)=0 per at<0.

la sevatransformada valdra (veure taula 1.1):

Ei(9 = — (119
S
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i per tant, latransformada de la sortida val:

1 1

= 1.2
1+RCs s g1+RCs) (1.29

Eo(9) =

de manera que podem trobar la sortida e(t) fent la transformada inversa de Egy(S)
(supcsant les condcionsinicialsiguals a zero):

eo(t) = (1— e"”RC) (1.20)
(s'ha diminat u(t)).

transformada inversa que aprimera vista no semblaimmediata, perd que es paot trobar a
partir de les taules de transformades i aplicant corredament les propietats de la
transformada de Laplace

A lafigura 1.2 es representa la resposta del sistema, oltinguda apartir de I'expressé
1.21,i supasant un valor RC=0.01s.

O 1 1 1 1
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

Figural.2 Respaostadel circuit passabaixa auna entrada en esglag.
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RESFOSTA EN FREQUENCIA
D'UN SISTEMA LINEAL

2.1- FUNCIO DE TRANSFERENCIA D'UN SISTEMA

Si considerem el sistema lined invariant en e temps de lafigura 2.1, amb ura entrada
e(t) i unasortida &(t),

a(® &(t)

A 4
\4

Figura2.1

aquest sistema vindra generament caraderitzat per un sistema d’ equadons diferencials,
on podem aplicar latransformada de Laplace tal com sha explica en € capitol 1.

Perd per altra banda, aquest sistema també es pat es pat caraderitzar per la seva funcié
de transferéncia, definida wm la transformada de Laplacede |a resposta d impuls® g(t)
del sistema, amb totesles condcionsinicials a zero.

Aixi, si indiquem com G(s) a ayuestafuncié de transferencia, podem escriure :

G(s)= L[] 2.9

funcié gque se reladonara anb les transformades de I'entrada i la sortida del sistema
mitjancant larelad6

Eo(9)
Ei (9

G(S) = (2.2

on Eq(s) i Ei(s) son, respedivament, les transformades de la sortida e(t) i de |’ entrada
g(t) del sistema, de manera que, si coneixem la funcié de transferencia del sistemai la
transformada del senyal d entrada, podem obtenir la transformada de la sortida apartir
del’expresso:

Eo(s) = G(9) [E; (9) 2.3
i per tant, el sistema es pot representar de la forma segient:

! Laresposta al’impuls d’ un sistema es defineix com la sortida d’ aquest quan ala entrada s hi aplicaun
impuls unitari (t)
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Ei(s) Eo(s)
> G(s)

\ 4

Figura2.2

Si bélafuncio detransferéncia d’ un sistemalined es defineix en termes de laresposta a
I'impuls, a la pradica aguesta funcio es pot obtenir diredament de les equadons
diferencias que caaderitzen a sistema, a partir d on s efecuaran les transformades de
Laplace orresporents, i S obtindrauna expresso genera de laforma:

(S+Zl) ...... (S+ Zm)

G(s)=k
(s+p,)-(s+py)

(2.4

Detdll:

En aguest cas tenim que la funcié de transferencia crrespona guany de tenso, ja que
fem:

G(s) = IIEEO((:))

i que & el més comu.
Altres parametres que e poden trobar son el guany de corrent:

_1.(8)
G(s)= m
Impedancia d entrada:
_Vi®)
e

0 impedancia de sortida:

G(s)= \I/"T(;)
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Els purts en gue la funcié tendeix a infinit es denominen pads (quan fan denominador
Zero 0s= -py, ....,S= -Pm) Mentre que ds purts en que lafuncié de transferencia s'iguala
azero, reben e nom de zeros (numerador zero 0s= -z, ....,S= -Z).

Exemple2.1

Si considerem €l circuit RC de la figura 1.1, po@m trobar la seva funci6 de
transferéncia apartir de l'expressé 1.17

_ 1 ,
Eo(9) =1 s Ei 9 (1.17
de manera que:
_Ey(e_ 1
Gl9) = E; (9 " 1+RCs (29

funcié que presentaun pd as= (-/RC).
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2.2- RESPOSTA EN FREQUENCIA

Sentén per resposta en freqiiencia ala resposta en regim permanent d’un sistema lined
davant una entrada sinusoidal. Aixi, e métode més convenciona de trobar la resposta
d’ un sistema seria variar, en uncet rang, lafreqienciadel senyal d entradai estudiar la
respostadel sistema

Pero si tenim en compte ds conceptes desenvolupats en els apartats anteriors, si sobre
un sistema hi apliquem una entrada x(t) sinusoidal de laforma:

X(t) = K $inat (2.6

sabem que auest responda anb ura sortida y(t), i que la transformada de Laplace
d'aguesta sortida, Y(s), es pot trobar a partir de I'expresso 2.3,ésadir:

Y () = G(s) X(9) (2.7

on X(s) i Y(s) seran, respedivament, les transformades de I’ entrada x(t) i de la sortida
y(®).

A lavegada, i apartir delataulal.1,sabem que latransformada d’ una sinusoide val:

K o

X(8)=5—— (2.9
s*+w
de manera que latransformada de |a sortida vindra doreda per |'expresso:
K [do
s*+w

d'on poakm obtenir la sortida y(t) fent I’ antitransformada de Y (s).

Pero s supcsem que € nostre sistema & lined i invariant en e temps, a aplica ala
seva entrada un senyal sinusoidal, x(t), es demostra que, a arribar a I’estat de regim
permanent, agquest presenta una sortida sinusoidal y(t), de la mateixa freqiencia que
I’ entrada, pero, en general, d amplitudi fase diferents alade |’ entrada:

y(t)=Y -sin(wot+q) (2.10

A la vegada, es demostra també, que en un sistema del tipus descrit anteriorment,
podem reanplaca, en les sves transformades de Laplace s per jw, de manera que
I’express06 delafuncid detransferéncia G(s) queda de laforma:

_Y(w)

Clo) = im)

(2.10

Amb aix0, es dedueix que I'amplitud (Y) i & angle de desfasament (¢), de la funcié de
sortiday(t), es poden trobar a partir de:



FUNCIO DE TRANSFERENCIA | RESPOSTA EN FREQUENCIA 15

Y =K [G(jm)|

2.1
¢ =[G(w)d 1D

on |G(jw)| i (G(jw)Oson, respedivament, e modu i I'argument de la funcié de
transferéncia G(jmw).

Exemple2.2

Si considerem € circuit RC de la figura 1.1, que cm sha vist presenta una funcié de
transferencia:

1

G(s) =
(9 1+ RCs

(2.9

i volem trobar la sevaresposta en freqiencia, haurem de fer e producte d'aquestafuncio
de transferéncia anb la transformada de Laplacede la funcid sinusoide (expressé 2.8,
de manera que ens queda que latransformada de la sortida val:

1 Ko _ K o
1+RCs s +w? RCS +s°+RCw?’s+w?

Y(s) = 2.12

Pero, atés que sistema & lined i invariant en e temps, a arribar a I'’estat de régim
permanent, aquest presentara una sortida sinusoidal y(t), de la mateixa freqiéncia que
I’entrada, perd d amplitudi fase diferents:

y(t)=Y -sin(wt+q) (2.10
onl’amplitud (Y) i e angle de desfasament (¢), es poden trobar a partir de:

Y =K [G(j@)|

2.1
¢ =G(w)0 @1

i ates que en e nostre ca, lafuncio de transferéncia expressada en forma de jw queda
com:

1

el seumodd i e seu argument valdran:

1

S (2.19
,1+ RZCZ(I)Z

[G(jm) 0= ~arctan(RCw) (2.15

G(iw) =
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de manera que finalment podem afirmar que, davant d'una entrada sinusoidal
X(t)=K-sinwt, €l sistema estudiat responda anb ura sortidatemporal delaforma:

($in(mt + @) on ¢ = —arctan(RCw) (2.19

K
y({t) = ——m——
J1+R?C%wm?

Com podem deduir de les expressons anteriors, per tw baixes, € guany del circuit és
aproximadament 1, i va disminuint a mida que augmenta w (com correspon a un filtre
pass-baixa). En quant al’angle de desfasament, per w baixes aquest és petit i augmenta
amida que també aigmenta m, tendint a-90° quan w tendeix ainfinit.

Acadbem de fer un estudi de resposta en freqiéncia, que si € volem representar
graficament, podiem anar dorant valors aw i trobar els valors corresporents a guany i
al desfasament. A la figura seglient, es mostra una representado grafica per uns valors
de R=10K i C=1pF (RC=0.01s).

!\/Iagnitude1 G(s)= 1/(1+0.01*s)
08 ]
0.6 [ ]
0.4 ]
02 ]
(rad/s)
0 , , , ,
101 100 101 102 103 104 105

. . . . (rad/s)
101 10° 101t 102 108 104 10°
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Exemple 2.3

Considerem el seguient circuit:

R=3/2 L=0.5

O

El circuit transformat és:

C

R Ls

—L "

> Ei(9) vcs T

Eo(t)

Eo(s)

Si trobem la tensio de sortida mitjangant el simple cdcul del divisor de tensio tenim

Cs

que.
éEi(S)
Eo(s)zs—l
R+Ls+ —
Podem fer:
1
Eo(s Cs
9= = Cs
B9 ReLs+

Cs

Si utilit zem els valors corresporents tenim que:

H(s) =

————— =H(jw
s*+3s+2 (W)

(fent s=jw).
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Si tenim ala entrada:
Ei(t) = K-cosvt) =cos@t) 0 w=2,K =1

Si fem s=jw tenim que w = 2, podem trobar € guany per w = 2. Farem:

: 2 2 1
H(j2) = - = - = - =032
-4+2+6] -2+6] -1+3]
Sabem que en unsistema:
Ei(t) = K-cos{vt) , Eo(t) = K|H (jw)|cos(nt)
—> HGw) —

Per tant, pocem trobar, en modus estadonari, que laresposta ala sortida sera:

Eo(t) = 0.32cos@t —108°)

Es a dir, mitjangant la transformada de Laplacepodem trobat la sortida d’un sistema a
gualsevol frequencia dorada de formasimple.
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DIAGRAMES
DE BODE

3.1- INTRODUCCIO

Un dagrama de Bode (0o dagrama logaritmic) consisteix en ura groximado
asimptotica de les corbes reds de la magnitud i de lafase d'una funcio de transferéncia
G(jw), una vegada mneguts els us palsi els sus zeros. Aquest metode, desenvolupat
per H. Bode, permet, mitjancant una témica senzill a, fer un estud aproximat de la
resposta en fregiiencia d’ un sistema, aproximado generalment suficient per la majoria
dels casos.

La seva representad0 grafica esta basada en un diagrama logaritmic amb dcs tracds,
modu i angle de fase, en front de la freqlencia, també en escda logaritmica
L’avantatge principal dutilitzar escdes logaritmiques, és e poder convertir la
multiplicad6 damplituds en ura suma. Generament, e modu de I'amplitud es
representa en dedbels (dB), ésadir 2010g;00G(jwo) .

3.2- FACTORSBASICS

Si tenim una funcié de transferencia abitraria, els fadors basics que normament es
produeixen son:

1.- Guany K
2.- Fadorsintegrals (ju)™ i derivatius (jw)
3.- Fadors de primer ordre:
zeros. (1+jwT) 3.

pds.  (1+jwT)™?
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4.- Fadors de segon adre o quedratics:

O
€

zeros: 1+ 26E +
w

n

T

oLt
0
0

n

5

1

pals:
S
142519479

w, [

o0,

n n

(3.2
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Ates que sumar logaritmes de guanys correspon a multiplicar-los entre si; si coneixem
els diagrames logaritmics d’ aquests fadors basics, sera possble utilit zar-los per traca
el diagrama d’'una funcié de transferencia abitraria, simplement sumant graficament les
corbesindividuals.

3.2.1-Guany K

Larepresentado de I’amplitud, per unguany constant K, és unaliniareda horitzontal de
valor 201ogK, independentment de la pulsado w. L’ angle de fase del guany K és zero.

dB A
20logK
3
(o}
A
TH-
0
_T[ -
()

Figura3.1

Ca remarcar que per guanys més grans d’'1 (K>1), el valor de |’amplitud en dedbels és
pasitiu, mentre que per guanys més petitsd’ 1 (K<1), &l seu valor en dedbels és negatiu.
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3.2.2- Factorsintegralsi derivatius (j )

Per unfador integral (jo)™, I’amplitud corresporent en dedbels sra
20logd(jw) * C= -20logwm (3.3

és a dir, uma reda anb un pendent de -20dB/decala (Una decada é la banda de
frequencies entre w; i 10w;). Com podem observar, |’angle de fase é una cnstant,
igual a-90° (-1v2 radiants).

Per unfador derivatiu (jw), I’ amplitud corresporent en dedbels sra:
20logLjw= 20logw

ésadir, unareda de pendent positiu de 20dB/decala. De manera similar a cas anterior,
I’angle de fase é una mnstant, perd en aquest casigual a 90 (1v2 radiants).

Per dibuixar els diagrames corresporents, podem veure que en els dos casos lareda esta
completament definida, ja que podem coneixer un purt (p.e., per w=1 I’amplitud és
0dB), i el pendent (20 dB/decala, negatiu o paitiu, en funcio de ser unfador integral o
derivatiu).

Gain dB Gain dB

0

20

- 20

of..... f

10" 10 10 10 10" 10 10 107

Phase deg Frequency (rad/sec) Phase deg Frequency (rad/sec)
0, 180,

- 90|

90

-180 N H i HES SRS R H R i R
10* 10 10 10 10t 10 10 107
Frequency (rad/ sec) Frequency (rad/sec)

Factor integral Factor derivatiu
Figura3.2

En € cas de tenir funcions de transferéncia de la forma (jw)" o (jw)" € procediment
serasimilar:

20og(jo) "= -n-200gjwlE= -20-ntogw Db (3.9
20og(jw)"= n-200gjwl= 20-ntogw dB

Com podem veure, €ls pendents de les redes venen multipli cats per n (-20n dB/décalao
20n B/decala), al’igual quel’angle defase (-n-T72 0 n172).
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3.2.3 Factors de primer ordre (14 wT)**

Si considerem un pd de la forma 1/(1+jwT), podem veure que € logaritme de
I"amplitud és:

20log

%%ﬂ = -20logV1+ w’T? (3.5
+ joT

D’ aquesta express6 podem deduir que per baixes frequencies, w<<UT:

W<<UT - —20logy/1+ w*T? = -20logl= 0 dB
(3.9
mentre, que per freqiencies altes, «>>1/T:

w>>1T - —20logy1+ w’T? = —20logwT dB

Aixi, podcem dir que la corba de I’'amplitud, expressada en dedbels, és, per a baixes
freqlencies unalinia mnstant de 0 dB, en canvi, per freqiéncies altes és unareda anb
un pendent de -20 dB/décala (-20logwT). En & purt w=1/T aguesta Ultima reda e1s
déra un valor de I'amplitud igual a 0 dB, i per tant coincideix amb |la reda de baixes
freqlencies. D’ aguesta manera la representad6 de la arba de resposta de freqiencies
d’ un fador 1/(1+jwT) pot ser aproximada per dues linies redes asimptotes, ura a0 dB
per e rang de frequencies 0<w<1/T, i I’ dtre per unaliniareda de pendent -20db/décala
per € rang 1/T<w<c. A la figura 3.3 es mostra la mrba exada de I’amplitud, les
asimptotesi la crba exadade |’ angle de fase.

Gain dB
20
O T —
-20
1/100T 1/ 10T T 10/ T 100/ T
Phase deg Frequency (rad/sec)
0 e
-45
-90 o ——
1/100T 1/ 10T T 10/ T 100/ T
Frequency (rad/sec)

Figura3.3
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Lafreglencia ala que es troben les dues redes rep € nom de freqiéncia de transicio o
de tall. Es pot demostrar que aaguesta freqiiencia es on es produeix |I’error maxim,
motivat per |’ aproximad 6 asimptoticade laresposta en freqiiencia, i ésigual a-3dB:

W=UT S ~20logy/1+ w?T? = —20logy/2 = -3 dB
L’angle de fase exade d’un pd ve doret per:
@= -arctan (wT) (3.7

de manera que alafreqienciadetall:

w=UT ~  @=-actan(l)=-45 (-1v4)
També podem deduir que:
Ww<<UT - =0

Ww>>UT - =90 (-1v2)
amésd dtresvalors, pe.: w=1/(10T) ¢=-5.7°, w=UT ¢=-45°, w=10T ¢=-84.%.

Com podem observar de tot I'anterior, la resposta d’'un fador de primer ordre de la
forma 1/(1+jwT), presentales caaderistiques d' unfiltre passa-baixa.

Si, per contra, tenim un zero (1+jwT), larepresentad 6 sera totalment redproca, canviant
Unicament el signe. Aixi, lafigura 3.4 mostra una representad 6 graficad un zero, onT=
0.1.

Gain dB
40

20

0 =

-20
10

1

10

Frequency (rad/sec)
Phase deg

90

45

10 10
Frequency (rad/sec)

10

Figura3.4
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3.2.4- Factors quadr atics.

Si supasem un pd delaforma

1

= (3.8
o O
1+251% + 190
w, [, U
podem veure que d logaritme de |’ amplitud és:
0 w0 f
20log ! - 20log. A -2 1 + 52 F 3.9
jw Ojod 0 w,0 0 w0
1+20—+0—[
wn n
D’ aquesta express6 podem deduir que per baixes frequencies, w<<wy:
<<t - -20logl=0 dB (3.10

de manera que I’ asimptota de baixa freqiéncia é una linia horitzontal a 0 dB. Per a
freqUéncies altes, w>>w,, € logaritme de I’ amplitud és:

W>>W, ~  -20log(effufy)= -40log (wwy,) dB
i per tant, I’asimptota d’alta freqiéncia é una linia reda de pendent -40 dB/decala.

Aguesta asimptota talla al’eix de baixes freqlencies a w = wy,, ja que a guesta
freqlencia

W=y - -401og (wwy,)=-401ogl=0 dB
20 : :
g oo
o b N
ol NG
107 10° 10°

Freguency (rad/sec)

Figura3.5
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Les dues asimptotes que ac®dem de determinar son independents del valor del fador
d’ esmortiment . Perd a prop ¢k la freqiencia w=uy, es produeix un pc de resonancia
d'una anplitud determinada pel valor de &. L'error en I'aproximadd amb linies
asimptotiques de la corba red depen daquest valor de o, esent més gran per valors
petits de d.

A lafigura 3.6 es mostren les corbes exades del logaritme de I’amplitud per a diferents
gvalors de 9, en concret per &= 0.1 (resposta menys esmorteida), 0.2, 0.3, 0.5, 0.7 1.0
(resposta més esmorteida). A la vegada es mostren tambeé les corbes exades de I’angle
de fase, corresporent la crba anb baixada menys pronurciada ad= 0.1 i la més
pronurciada ad= 1.0.

20

Sain dB

o
=

Phase deq

-1a0

Freguency (rad/sec)

Figura3.6

L’angle de fase del fador quadrétic és:
C
C

Q= —arctanDiE (3.1
E

L’angle de fase & funcié tant de @ com de . Per aw=0, I’angle de fase &igual a0°’. A
la freqiéncia de transicié w=w,, I’angle de fase & -90°, independentment de d.
Finalment, per amw=w, |’angle de fase é de-18C.
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