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Una estructura algebraica consta de:

Un conjunt d’elements: B

Unes operacions binàries suma i producte: { +, • }

Una operació unària complementari: { ' }

Més una sèrie d’axiomes (postulats):

1. B conté com a mínim dos elements a, b tal que a ≠ b

2. Tancament essent a,b de B:
i) a + b pertany a B
ii) a • b pertany a B

3. Lleis Commutatives: essent a,b de B:
i) a + b = b + a
ii) a • b = b • a

4. Identitats: essent 0, 1 de B:
i) a + 0 = a
ii) a • 1 = a

(Existeix element neutre de la suma i el producte)

5. Lleis Distributives:
i) a + (b • c) = (a + b) • (a + c)
ii) a • (b + c) = a • b + a • c

6. Existeix el Complementari:
i) a + a' = 1
ii) a • a' = 0
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B = { 0,1 }, + = OR, • = AND, ' = NOT és una Àlgebra de Boole, llavors

Axiomes: 0 + qualsevol_cosa = qualsevol_cosa
1 + qualsevol_cosa = 1
0 • qualsevol_cosa = 0
1 • qualsevol_cosa = qualsevol_cosa

Teorema: Qualsevol funció booleana pot ser expressada com una
taula de veritat, i pot ser escrita com una expressió boolena utilitzant
AND, OR i NOT

Descripció:
Z = 1 if X and Y
are both 1

X

Y

Z

NOT

AND

OR

Descripció:
If X = 0 then X ' = 1
If X = 1 then X ' = 0

X
X
0
1

X
1
0

X

Descripció:
Z = 1 if X or Y
(or both) are 1

X

Y

Z
X
0
0
1
1

Y
0
1
0
1

Z
0
1
1
1

,�-�. /�0�1�2
3�4�3�5�3�6 7�1 8�9�:�8�;�1!<�=$> 7�1 ?'@(@)8*1

X
0
0
1
1

Y
0
1
0
1

Z
0
0
0
1
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Més d’una manera d’implementar una funció amb portes

E.g., Z = A' • B' • (C + D) = (A' • (B' • (C + D)))

T1

T2

AND de tres entrades

A

B

C

D
T

2

T 1

Z

Z

A

B

C

D
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Dualitat: Qualsevol teorema o funció deduïble dels postulats continua
essent vàlida si s’intercanvien totes les operacions AND per ORs,
les ORs per ANDs, els 0s per 1s, i els 1s per 0s (no canvien les lletres,
els identificadors de variables).

Ex: X + X’ = 1 Si aplico el dual X • X’ = 0

Teoremes de l'Àlgebra de Boole:
Operacions amb 0 i 1:

Llei d’Idempotència:

Llei d’Involució:

Lleis del Complementari:

Llei Commutativa:

1. X + 0 = X
2. X + 1 = 1

1D. X • 1 = X
2D. X • 0 = 0

3. X + X = X 3D. X • X = X

4. (X')' = X

5. X + X' = 1 5D. X • X' = 0

6. X + Y = Y + X 6D. X • Y = Y • X

,�-�. /0-'132)45176 138:9�1 ;�<�=�;�>�17?�4$@ 9�1 A'2(2);*1
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Lleis Distributives:

Simplificació de teoremes:

Llei de Morgan:

8. X • (Y+ Z) = (X • Y) + (X • Z) 8D. X + (Y• Z) = (X + Y) • (X + Z)

9. X • Y + X • Y' = X
10. X + X • Y = X
11. (X + Y') • Y = X • Y

9D. (X + Y) • (X + Y') = X
10D. X • (X + Y) = X
11D. (X • Y') + Y = X + Y

12. (X + Y + Z + ...)' = X' • Y' • Z' • ... 12D. (X • Y • Z • ...) ' = X' + Y' + Z' + ...

Lleis Associatives:
7. (X + Y) + Z = X + (Y + Z)

= X + Y + Z
7D. (X • Y) • Z = X • (Y • Z)

= X • Y • Z
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Demostració de teoremes via postulats i altres teoremes

Ex: Demostració del teorema X • Y + X • Y' = X

Ex: Demostració del teorema X + X • Y = X

X • Y + X • Y' = X • (Y + Y')

X • (Y + Y') = X • (1)

X • (1) = X

Llei distributiva (8)

Llei del complementari (5)

Identitat (1D)

X + X • Y = X • 1 + X • Y

X • 1 + X • Y = X • (1 + Y)

X • (1 + Y) = X • (1)

X • (1) = X

Identitat (1D)

Llei distributiva (8)

Identitat (2)

Identitat (1)

%�&�' (�&	)�*
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Demostració tabular de la Llei de Morgan

(X + Y)' = X' • Y'

(X • Y)' = X' + Y'

Ex:
Z = A' B' C + A' B C + A B' C + A B C'

Z' = (A + B + C') • (A + B' + C') • (A' + B + C') • (A' + B' + C)

La Llei de Morgan es pot utilitzar per convertir
expressions AND/OR a expressions OR/AND

X
0
0
1
1

Y
0
1
0
1

X
1
1
0
0

Y
1
0
1
0

X+Y
1
0
0
0

X•Y
1
0
0
0

X
0
0
1
1

Y
0
1
0
1

X
1
1
0
0

Y
1
0
1
0

X+Y
1
1
1
0

X•Y
1
1
1
0
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Simplificació de funcions utilitzant les lleis i postulats de l’Àlgebra de Boole

Ex: F = A' B C + A B' C + A B C’ + A B C

= A' B C + A B' C + A B C’ + A B C + A B C

= A' B C + A B C + A B' C + A B C' + A B C

= (A' + A) B C + A B' C + A B C’ + A B C

= (1) B C + A B' C + A B C' + A B C

= B C + A B' C + A B C’ + A B C + A B C

= B C + A B' C + A B C + A B C' + A B C

= B C + A (B' + B) C + A B C’ + A B C

= B C + A (1) C + A B C' + A B C

= B C + A C + A B (C' + C)

= B C + A C + A B (1)

= B C + A C + A B

Idempotència

Associativa

'�(�) *�(	+�,
-�+�. +�/�0�+ 1�2�3�1�4�+�5�- 6 0�+ 7	,",
1#+
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F0
0
0
0
0

F1
0
0
0
1

F2
0
0
1
0

F3
0
0
1
1

F4
0
1
0
0

F5
0
1
0
1

F6
0
1
1
0

F7
0
1
1
1

F8
1
0
0
0

F9
1
0
0
1

F10
1
0
1
0

F11
1
0
1
1

F12
1
1
0
0

F13
1
1
0
1

F14
1
1
1
0

F15
1
1
1
1

X
0
0
1
1

Y
0
1
0
1

0
X • Y X Y X + Y XY

1

Amb dues variables, existeixen 16 possibles funcions:

NAND

NOR

X
0
0
1
1

Y
0
1
0
1

Z
1
1
1
0

X
0
0
1
1

Y
0
1
0
1

Z
1
0
0
0
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X

Y

Z

X

Y

Z

Descripció:
Z = 1 if X or Y
(or both) are 0

Descripció:
Z = 1 if both X
and Y are 0

F14:

F8:

465X ⊕ Y = X Y' + X' Y X ⊕ Y = X Y + X' Y'

Descripció:
Z = 1 Si X és diferent que Y

7 88
99

: 8
98
9

; 8
998

7 88
99

: 8
98
9

; 988
9

<�=�> ?	@�A
B�C�D.E#B�F G�H�I�D�J�A�K
F!L�@�A
B�C"D�E#B�F%M!K M�A�K&F(N"O+P,D�O+Q!G.K&F R1STSVU

F6:

XOR

X

Y

Z

F9:

XNOR

Descripció:
Z = 1 Si X és igual que Y

X

Y

Z
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Suma de productes (Sumatori de mínterms)

F = A' B C + A B' C' + A B' C + A B C' + A B C
0 1 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1

F' = A' B' C' + A' B' C + A' B C'

F
0
0
0
1
1
1
1
1

F
1
1
1
0
0
0
0
0

C
0
1
0
1
0
1
0
1

B
0
0
1
1
0
0
1
1

A
0
0
0
0
1
1
1
1

����� �
	���
�������
�� ����������� ���"!�	#��$&% ��� �(')
���
������ ��� *,+.-

/10

Suma de Productes Terme / Mínterm:
Un producte de literals (de variables) on
hi intervenen totes les variables de la funció

F en Forma Canònica:

F(A,B,C) = Σm(3,4,5,6,7)
= m3 + m4 + m5 + m6 + m7
= A' B C + A B' C' + A B' C +

+ A B C' + A B C

Forma Canònica / Forma Mínima
F = A B' (C + C') + A' B C + A B (C' + C)

= A B' + A' B C + A B

= A (B' + B) + A' B C

= A + A' B C

= A + B C

2
3
4

5

A B C = m1
A B C = m2
A B C = m3
A B C = m4
A B C = m5
A B C = m6
A B C = m7

A
0
0
0
0
1
1
1
1

B
0
0
1
1
0
0
1
1

C
0
1
0
1
0
1
0
1

Minterms
A B C = m0

6�7�8 9
:�;�<�=�>�?�<�@ A�B�C�>�D�; E�@"F�:#?�G&H E�@ 8(I)<�B�<�>�D�; E�@ J,KLKNM
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Producte de Sumes

Maxterm:
Un terme expressat com a suma de literals
on cada variable apareix una i només
una vegada, ja sigui negada o sense negar.

Com buscar els maxterms:
Buscar a la taula de veritat les files on F és 0

0 implica variable (columna) sense negar
1 implica variable (columna) negada

F(A,B,C) = ΠM(0,1,2)
= (A + B + C) (A + B + C') (A + B' + C)

F’(A,B,C) = ΠM(3,4,5,6,7)
= (A + B' + C') (A' + B + C) (A' + B + C') (A' + B' + C) (A' + B' + C')

A
0
0
0
0
1
1
1
1

B
0
0
1
1
0
0
1
1

C
0
1
0
1
0
1
0
1

Maxterms
A + B + C = M0
A + B + C = M1
A + B + C = M2
A + B + C = M3
A + B + C = M4
A + B + C = M5
A + B + C = M6
A + B + C = M7
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Suma de Productes, Productes de Sumes i Llei de Morgan

F' = A' B' C' + A' B' C + A' B C'

Aplicant la Llei de Morgan:

(F')' = (A' B' C' + A' B' C + A' B C')'

F = (A + B + C) (A + B + C') (A + B' + C)

F' = (A + B' + C') (A' + B + C) (A' + B + C') (A' + B' + C) (A' + B' + C')

(F')' = {(A + B' + C') (A' + B + C) (A' + B + C') (A' + B' + C) (A' + B' + C')}'

F = A' B C + A B' C' + A B' C + A B C' + A B C

Aplicant la Llei de Morgan:

3�4�5 6
7�8�9�:�;�<�9�= >�?�@�;�A�8 B�="C�7#<�D&E B�= 5(F)9�?�9�;�A�8 B�= G,HJILK

Partint d'una Suma de Mínterms

Partint d'un Producte de Màxterms
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Representació de F en portes, quatre alternatives:

Sumatori de Mínterms

Suma de Productes Minimitzada

Producte de Màxterms

Producte de Sumes Minimitzat

�

�

���

���

�
	

���


����� ���������������� !�"$#%�'&(�*)� ,+$�-��.0/ )� �213��"��$�'&(�*)� �54��%.768)� 

A B CA B C

9�:
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Amb portes NAND o NOR es pot implementar tota l'Àlgebra de Boole

NAND: NOR:X
Y (X · Y)'

OR: X
Y X + Y

NOT: X X'

X
X (X · X)' = (X)' = X'

AND: X
Y X · Y

X
Y

(X·Y)'' =
= (X·Y)(X · Y)'

X
X
Y
Y Y'

X'
(X'·Y')' =
= (X+Y)

X
Y (X + Y)'

NOT: X X'

X
X (X + X)' = (X)' = X'

OR: X
Y X + Y

X
Y

(X + Y)'

(X+Y)'' =
= (X+Y)

AND: X
Y X · Y

X
X
Y
Y

(X'+Y')' =
= (X·Y)

Y'

X'
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El mapa de Karnaugh (K-map) és un mètode alternatiu que ajuda
a visualitzar adjacències i simplificar funcions de forma intuïtiva i
ràpida.

K-map
2-variables

K-map
3-variables K-map

4-variables

ATENCIÓ: l’esquema numèric és 00, 01, 11, 10.
Això és el Codi Gray: del codi d'un valor al següent només canvia un bit.
Aquest codi numèric s’anomena reflexat per l’efecte mirall.

����� ���! �" #%$& (') �*,+-*. 0/ 132 '
4657*. 98:5.;3<>= +?#>26;@132 A�+?BC5>+?4EDGF HJILK
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F (A, B) = ?

A no canvia
B si que varia

G = F (A, B) = ?

B' no canvia
A si que varia

Cout = F (A, B, Cin) = ? F (A, B, C) = ?

A
B 0 1

0 1

0 1

0

1

A
B 0 1

1 1

0 0

0

1

A B A

B

Cin 00 01 11 10

0

1

0

0

0

1

1

1

0

1

AB
C

A

00 01 11 10

0

1

0

0

0

0

1

1

1

1

B

Com buscar adjacències en el K-Map?

P�Q�R S�T!U�V W%X&U(Y)U�Z,[-Z.U0\ ]3^ Y
_6`7Z.U9a:`.b3c>d [?W>^6b@]3^ e�[?fC`>[?_EgGh iJjOjlk
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F (A, B) = A G = F (A, B) = B'

Cout = F (A, B, Cin) = A · B + B · Cin + A · Cin F (A, B, C) = A

A
B 0 1

0 1

0 1

0

1

A
B 0 1

1 1

0 0

0

1

A B A

B

Cin 00 01 11 10

0

1

0

0

0

1

1

1

0

1

AB
C

A

00 01 11 10

0

1

0

0

0

0

1

1

1

1

B
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Simplificació a partir de les adjacències:

=>=

Exemples amb 3 Variables (I):

F(A, B, C) = Σm(0, 4, 5, 7)

F = ?

F'(A, B, C) = Σm(1, 2, 3, 6)

F' = ?

F' Simplement canvia 1s per 0s i viceversa:

00C
AB

01 11 10

1001

1100

A

B

0

1

00C
AB

01 11 10

0110

0011

A

B

0

1

?�@�A B
C�D�E F�G�D�H�D�I�J�I�D�K L M H"N$O%I�D'P(O�Q R,S J-F,M$Q.L M T
J-U1O,J-N3V5W X8Y�Z\[
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Exemples amb 3 Variables (II):

F(A, B, C) = Σm(0, 4, 5, 7)

F = B' C' + A C

Les adjacències del K-map també
es poden agafar seguint l’efecte mirall

F'(A, B, C) = Σm(1, 2, 3, 6)

F' = B C' + A' C

00C
AB

01 11 10

1001

1100

A

B

0

1

00C
AB

01 11 10

0110

0011

A

B

0

1
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Exemple amb 4 Variables (I):

F(A, B, C, D) = Σm(0, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 14,15)

F = ?

AB
00 01 11 10

1 0 0 1

0 1 0 0

1 1 1 1

1 1 1 1

00

01

11

10
C

CD

A

D

B

>�?�@ A
B�C�D E�F�C�G�C�H�I�H�C�J K L G"M$N%H�C'O(N�P Q,R I-E,L$P.K L S
I-T1N,I-M3U5V W8XZY\[
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Exemple amb 4 Variables (II):

F(A, B, C, D) = Σm(0, 2, 3, 5, 6, 7, 8, 10, 11, 14, 15)

F = C + A' B D + B' D'

• Agafar tots els 1s en grups.
• Els grups han de ser com més grans millor.
• No importa agafar dues o més vegades un mateix 1.
• Obtenir el número mínim de grups.

AB
00 01 11 10

1 0 0 1

0 1 0 0

1 1 1 1

1 1 1 1

00

01

11

10
C

CD

A

D

B
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FILOSOFIA:

=�>

Mètode de Karnaugh: Agafant els Zeros

AB
00 01 11 10

1 0 0 1

0 1 0 0

1 1 1 1

1 1 1 1

00

01

11

10
C

CD

A

D

B

F = (B + C + D) (A + C + D) (B + C + D)

?�@�A B
C�D�E F�G�D�H�D�I�J�I�D�K L M H"N$O%I�D'P(O�Q R,S J-F,M$Q.L M T
J-U1O,J-N3V5W X8Y:Z�Z�Z<[
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F(A, B, C, D) = Σm(1, 3, 5, 7, 9) + Σd(6, 12, 13)

F = A' D + B' C' D sense don't cares

F = C' D + A' D amb don't cares

S’agafa aquest don't care com un "1"

AB
00 01 11 10

0 0 X 0

1 1 X 1

1 1 0 0

0 X 0 0

00

01

11

10
C

CD

A

D

B AB
00 01 11 10

0 0 X 0

1 1 X 1

1 1 0 0

0 X 0 0

00

01

11

10
C

CD

A

D

B

Agafant els Zeros

Els termes don't care poden ser tractats com 1s o 0s segons la conveniència
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F = D (A' + C') amb don't cares

S’agafen aquests don't care com a "0"

F(A, B, C, D) = � Μ(0, 2, 4, 8, 10, 11, 14, 15) ·
·  � d(6, 12, 13)


